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Introdution
Le but de ette thèse est d'étudier les D-branes dans les espaes ourbes. Cette
étude doit ontribuer à une meilleure ompréhension de la théorie des ordes, dont les
prinipes physiques fondamentaux restent à déouvrir.
Statut de la théorie des ordes. La théorie des ordes est une tentative d'uniation
des interations fondamentales de la physique, dont l'idée de base est de quantier des
objets étendus plutt que des partiules pontuelles. Si es objets étendus ont une taille
typique bien inférieure aux éhelles observables, la théorie des ordes n'en onduit pas
moins à la prédition (ou plutt la rétrodition) de l'existene d'une fore gravitation-
nelle obéissant à l'éhelle marosopique à la théorie de la relativité générale, et à des
théories de jauge dont la struture est similaire à elles qui régissent les interations
életrofaible et forte.
Cependant, la théorie des ordes ne prédit pas de manière univoque le Modèle Stan-
dard. En eet, sa formulation dépend du hoix d'un état du vide, déterminé en partie
par la donnée d'un espae-temps à dix dimensions, et de nombreux hoix sont ohérents
dans le adre de la théorie. Même si l'on se restreint aux hoix ompatibles ave la
géométrie observée de l'espae-temps, ave 3+1 grandes dimensions presques plates,
il en reste un nombre immense, qui orrespondent à une grande diversité de théories
de jauges. L'étude de tous es vides en vue d'en séletionner un qui orrespondrait
à l'univers observé, serait une tâhe extrêmement fastidieuse pour autant qu'elle soit
réalisable.
Le manque de préditivité de la théorie est bien illustré par les reherhes portant sur
la réalisation de l'espae de de Sitter en théorie des ordes. Alors qu'il semblait exister
des obstales fondamentaux à ette réalisation, une onstrution à base de D-branes
d'un vide de de Sitter a été proposée en janvier dernier par Kahru, Kallosh, Linde et
Trivedi. La théorie des ordes semble don pouvoir s'aommoder de la positivité de
la onstante osmologique, omme de n'importe quelle autre observation physique.
La néessité de formuler la théorie dans un espae-temps donné est également in-
satisfaisante au plan théorique, pour une théorie qui herhe à quantier la théorie de
la relativité générale. En eet, si l'invariane par reparamétrisation orrespondant au
prinipe d'équivalene était expliitement respetée, les degrés de liberté fondamentaux
d'une telle théorie de la gravitation quantique ne devraient pas être dénis dans une
géométrie donnée, mais engendrer eux-mêmes la géométrie d'espae-temps omme un
vonept eetif, valable seulement à une éhelle (de longueur) susamment grande.
Cependant, malgré la multipliité des problèmes ouverts, la théorie des ordes a
réussi à aluler ave préision l'entropie de ertains trous noirs extrémaux en les
réalisant au moyen de D-branes. Ces D-branes sont des objets non perturbatifs qui ont
joué un rle essentiel dans les développements réents de la théorie, en partiulier dans
la formulation de onjetures de dualité qui nous ont donné aès à ertains régimes
non perturbatifs de la théorie des ordes. De plus, les S-branes ou branes de genre
espae, qui généralisent les D-branes, sont à la base de progrès réents dans le domaine
de la théorie des ordes dépendant du temps. Les D-branes pourraient don ontribuer
à la formulation ultime de la théorie, au même titre que les ordes qui ont servi à la
dénir en premier lieu et qui lui ont donné son nom. Cependant, leur dénition dépend
enore de la notion de géométrie, omme l'indique l'étymologie : brane provient de
membrane
‡1
, es membranes sont des sous-variétés de l'espae-temps où les ordes
ouvertes peuvent aboutir. Toutefois, en tant qu'objets fondamentaux de la gravitation
quantique, les D-branes devraient être dénies indépendamment du hoix d'un vide.
Un premier pas dans ette diretion onsiste à étudier leur omportement dans divers
espaes-temps ourbes.
Espaes ourbes et D-branes. L'étude des ordes et des D-branes n'est tehnique-
ment aessible que par un développement autour d'états du vide possédant ertaines
symétries. La ohérene même de la théorie exige qu'elle soit supersymétrique, et ses
vides sont d'autant plus aessibles au alul qu'ils respetent plus de supersymétries.
Nous nous intéresserons dans ette thèse prinipalement à une autre lasse de symétries,
dénies par un groupe ontinu G d'isométries de l'espae-temps et du vide en général
(il ne s'agit pas ii de symétries de jauge).
La théorie des ordes dans un groupe ompat G peut être résolue au moyen d'une
théorie onforme rationnelle. Cette théorie dérit la dynamique de la surfae d'univers
(bidimensionnelle) d'une orde ; la rationalité orrespond au fait que le nombre d'états
physiques est ni, à ause de la ompaité du groupe G. Certaines D-branes dans
e groupe, dites symétriques, peuvent être onstruites au moyen de résultats dus à
Cardy et valables pour les théories onformes rationnelles ave bord. Ces onstrutions
s'étendent à des D-branes présentant moins de symétries, et à des modèles quotients
G/H .
‡1
Le D, lui, est l'initiale de Dirihlet ; on dénit en eet les D-branes à partir de onditions au bord
de Dirihlet pour des ordes ouvertes.
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Dans le as des groupes ompats, la géométrie des D-branes et leur dynamique
sont bien omprises. Elles peuvent être étudiées au moyen de théories eetives telles
que la théorie de Born-Infeld, et on peut déterminer en détail la façon dont un objet in-
trinsèquement dispersé ou ou aquiert une loalisation géométrique préise dans
la limite semi-lassique. On omprend la dynamique des D-branes ave susamment
de détail pour pouvoir espérer réaliser les diérentes harges prédites par la K-théorie,
dont des arguments généraux assurent qu'elle lassie les harges des D-branes.
La situation est beauoup plus ompliquée dans le as des groupes non ompats,
à ause de l'existene d'un ontinuum d'états asymptotiques. La théorie des ordes
elle-même n'est bien omprise que dans le as le plus simple de SL(2,R) . Ce as est
par ailleurs extrêmement intéressant, ar le reouvrement universel de SL(2,R) est
AdS3 , qui apparaît dans des vides intéressants de la théorie des ordes. AdS3 fournit
ainsi un exemple de la onjeture AdS/CFT , qui réalise dans le adre de la théorie des
ordes le prinipe général de la dualité holographique entre la physique dans un espae
Anti-de Sitter et une théorie onforme sur son bord.
Pour étudier les D-branes dans AdS3 , on peut d'abord généraliser les idées géométriques
issues du as ompat. Par exemple, on peut s'intéresser à des D-branes préservant le
même genre de symétries, e qui permet de déterminer leur géométrie dans la limite
semi-lassique, pour autant que es D-branes existent. Pour aller plus loin, il faut
reourir à des théories onformes non rationnelles. Dans le adre de es théories, on
peut formuler des ontraintes qui déterminent (de manière unique) les propriétés des
D-branes AdS2 dans AdS3 , à défaut de prouver leur existene. Cependant, le ar-
atère minkowskien de SL(2,R) provoque des ompliations supplémentaires, liées à
l'existene d'états d'énergie négative.
On peut éviter e problème en étudiant les D-branes dans le quotient eulidien
SL(2,R)/U(1) . La proédure de dénition d'un tel quotient est en eet la même
que dans le as ompat, et on s'attend à l'existene d'une orrespondane entre les D-
branes dans SL(2,R)/U(1) et les D-branes dans SL(2,R) . Ce quotient SL(2,R)/U(1)
présente par ailleurs d'autres attraits : il apparaît tout omme AdS3 dans des vides
intéressants de la théorie des ordes (des espaes réés par des NS5-branes), qui réalisent
leur propre version de la orrespondane holographique (qui les relie non pas à des
théories onformes, mais à la Petite Théorie des Cordes).
Dans ette thèse, j'exposerai mes ontributions aux reherhes réentes sur es su-
jets, dont ertaines ont fait l'objet de publiations reproduites en appendie. Ces
ontributions mettent en oeuvre des tehniques géométriques ainsi que des onstru-
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tions de théorie onforme ave bord; elles omparent les résultats de es deux approhes
pour fournir une image ohérente de ertaines D-branes dans les groupes ompats, le
groupe SL(2,R) , le quotient SL(2,R)/U(1) , et d'autres espaes ourbes.
Plan de ette thèse. Nous ommenerons par rappeler quelques idées de théorie
des ordes(hapitre 1), et introduirons quelques propriétés essentielles des D-branes
en partant d'une analogie ave les trous noirs hargés de la théorie d'Einstein-Maxwell.
Nous expliquerons aussi la dénition des D-branes à partir de onditions au bord de
la théorie des ordes ouvertes, après avoir déduit es onditions au bord d'un prinipe
variationnel. Cependant, un exposé plus détaillé des tehniques de la théorie onforme
ave bord sera reporté au hapitre 3. En passant, nous mentionnerons quelques ré-
sultats marquants de la théorie des ordes fermées que nous utiliserons par la suite,
notamment les dualités S et T. Enn, nous présenterons l'ation de Born-Infeld, qui
dérit la dynamique des D-branes dans le régime géométrique.
Cette ation de Born-Infeld nous servira à étudier les D-branes dans les groupes
ompats et dans SL(2,R) (hapitre 2). Nous présenterons à ette oasion les résul-
tats publiés dans [BRS01, PR01℄. Après avoir rappelé quelques propriétés des ordes
fermées dans les groupes, sans omettre les ompliations propres à SL(2,R) , nous anal-
yserons en détail la géométrie, la stabilité, et les positions (quantiées) des D-branes
symétriques dans les groupes ompats. Nous mentionnerons les diultés que pose la
généralisation de es résultats aux groupes non-ompats, et traiterons expliitement
l'exemple de SL(2,R) . Nous renontrerons alors une D-brane dont la géométrie est
AdS2 , dont nous expliquerons pourquoi elle est partiulièrement intéressante. Nos
méthodes semi-lassiques ne produisant que des résultats partiels, il deviendra nées-
saire de se tourner vers la théorie onforme au bord.
C'est don du point de vue de la théorie onforme que nous reonsidèrerons les
D-branes dans les groupes (hapitre 3). Nous exposerons des résultats déjà présents
dans la littérature, ainsi que des ontributions personnelles [Rib03b℄ à l'étude des D-
branes AdS2 , et une synthèse nale inspirée de [Rib02℄. Après avoir exposé des ré-
sultats bien onnus sur les D-branes symétriques dans les groupes ompats, dont on
verra expliitement qu'ils étaient orretement reproduits par l'analyse semi-lassique
du hapitre préédent, nous entrerons dans le domaine de la théorie onforme non
rationnelle. Nous résumerons les quelques résultats solides déjà onnus au sujet des
D-branes AdS2 dans la version eulidienne d'AdS3 (en omettant de nombreuses ontri-
butions moins onvainantes), et exploiterons es méthodes pour déterminer le spetre
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des ordes ouvertes s'étirant entre deux D-branes AdS2 distintes. Ce alul sera
onrmé par l'évaluation de l'amplitude du ylindre orrespondante. Il nous fourni-
ra l'oasion d'évaluer la portée des hypothèses d'analytiité qui sont à la base des
résultats onnus sur les théories onformes non rationnelles.
Le résultat du alul du spetre des ordes ouvertes étirées entre ertaines D-branes
AdS2 suggère une interprétation naturelle en termes de D-branes dans SL(2,R)/U(1)
 (hapitre 4). Les résultats que nous présenterons dans e hapitre n'ont pas enore
été publiés, à l'exeption bien sûr des faits standard sur les modèles de Wess-Zumino-
Witten jaugés et leurs D-branes, que nous rappellerons. Pour étudier les D1-branes
et les D2-branes dans SL(2,R)/U(1) , dont l'existene est révélée par l'analyse semi-
lassique, nous supposerons qu'elles desendent des D-branes AdS2 dans l'AdS3
Eulidien traitées dans le hapitre préédent. Nous préiserons bien sûr en quoi onsiste
ette desente, avant d'en déduire les états de bord et le spetre des D-branes en
question. Nous verrons notamment omment les ompliations potentielles dues aux
états disrets sont évitées.
Une appliation naturelle de es onstrutions onerne les D3-branes dans ertains
espaes de NS5-branes (hapitre 5). Nous présenterons des résultats sur es D3-branes
en partie publiés dans [Rib03a℄. En hemin, nous ferons une digression tehnique
pour reformuler géométriquement la dynamique semi-lassique des D-branes. Cette
reformulation était à l'origine motivée par le problème de l'évaluation des orretions
dérivatives à l'ation de Born-Infeld, et nous servira à étudier les D3-branes dans le
ontexte général d'espaes réés par des NS5-branes. La dynamique de Born-Infeld
équivaut dans e as à une ondition de préservation de la supersymétrie, e qui nous
onduira à une relation générale entre es D3-branes et ertaines D1-branes, que nous
attribuerons à l'eet Myers. Enn, nous indiquerons lesquelles de es D3-branes sont
reliées à nos D-branes dans SL(2,R)/U(1) .
Le hapitre 6 sera onsaré à la onlusion et présentera des perspetives ouvertes
par les résultats de ette thèse.
La présente introdution est suivie d'un Lexique, qui rappelle la tradution anglaise de
ertains termes tehniques peu ourants dans la littérature franophone.
Lexique
une théorie ohérente a onsistent theory
une ondition de ollage a gluing ondition
le bord the boundary
la masse the bulk
la symétrie de roisement rossing symmetry
une oupure a branh ut
un état tordu a twisted state
la Petite Théorie des Cordes Little String Theory
un espae de NS5-branes an NS5-brane bakground
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Chapitre 1
Quelques idées de théorie des ordes
Nous allons présenter dans e hapitre les notions essentielles de théorie des ordes
dont nous aurons besoin par la suite. Nous ne donnerons pas de référenes, l'essen-
tiel de es notions étant bien onnu et traité dans le livre de Polhinski [Pol98℄. Un
autre texte d'introdution, plus spéiquement orienté vers les ordes ouvertes qui nous
intéresseront partiulièrement, est l'artile d'Angelantonj et Sagnotti [AS02℄.
Notre présentation sera beauoup plus fontionnelle qu'historique : ainsi, alors que
la théorie des ordes est née d'une tentative de dérire les interations fortes, nous in-
sisterons plus sur les aspets gravitationnels dont la deouverte est pourtant ultérieure.
L'attration gravitationnelle se manifeste géométriquement par la ourbure de l'espae-
temps. Les espae-temps ourbes peuvent être remarquables pour leurs propriétés al-
gébriques, omme les symétries de groupes, ou pour des propriétés analytiques, omme
des singularités et des horizons. Ces singularités et es horizons sont déjà prédits par
la théorie de la relativité générale, que la théorie des ordes englobe, tout omme elle
entend englober le Modèle Standard, qui dérit les autres interations fondamentales.
Nous allons don brièvement introduire es phénomènes gravitationnels dans le adre
de la relativité générale, avant de passer à la théorie des ordes.
1.1 Théorie des ordes et supergravité
1.1.1 Des généralisations supersymétriques de la Relativité
Générale
La théorie de la Relativité Générale dérit la fore de gravitation au moyen de la
métrique de l'espae-temps, un tenseur symétrique à deux indies gµν . Les utuations
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de la métrique dérivent les ondes gravitationnelles, qui transmettent l'attration grav-
itationnelle, et la struture de tenseur permet d'érire des équations invariantes par
reparamétrisation, e qui réalise le prinipe d'équivalene. Ainsi, la dynamique de la
métrique est ditée par la seule ation invariante par reparamétrisation que l'on puisse
onstruire ave au maximum deux dérivées de la métrique,
‡1
SRG(gµν) =
1
16πG
∫
d4xµ
√− det gµν (R(gµν)− 2Λ) . (1.1)
Nous n'avons pas omis la onstante osmologique Λ, que nous nous empresserons epen-
dant d'oublier ar nous ne traiterons pas de osmologie. L'expression R(gµν) désigne la
ourbure salaire de la métrique gµν , 'est-à-dire la ourbure assoiée à la onnetion
métrique v
Γρµν(g) =
1
2
gρσ (∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν) . (1.2)
On peut tenir ompte de la présene de matière dans l'espae-temps en ajoutant des
termes à l'ation SRG. Par exemple, le hamp életromagnétique Fµν = ∇µAν −∇νAµ
est dérit par l'ation d'Einstein-Maxwell,
SEM =
1
16πG
∫
d4xµ
√− det gµνR(gµν)− 1
4
∫
d4xµ
√− det gµνFµνF µν . (1.3)
Notons que les oeients des deux termes de ette ation sont indépendants.
Une bonne façon d'étudier les propriétés physiques d'un espae-temps déni par sa
métrique gµν est de onsidérer les trajetoires de partiules-test, 'est-à-dire de points
matériels dont on néglige qu'ils ourbent l'espae-temps sur leur passage. Une telle par-
tiule de massem et de harge q, se mouvant sur une ligne de l'espae-temps paramétrée
par xµ(τ), est dérite par l'ation ‡2
Stest(xµ(τ)) = m
∫
dτ
√
− det gˆ + q
∫
dτAˆ. (1.4)
Le fait qu'il s'agisse d'une partiule-test signie que l'on utilise seulement SEM pour
déterminer la onguration des hamps gµν et Aµ, et non S
EM + Stest. Autrement dit,
m et q sont susamment petits.
La théorie de la relativité générale est ependant notoirement diile à quantier.
Tehniquement, elle est non-renormalisable. Comme sa struture est ditée de manière
‡1
Dans ette équation, l'espae-temps à quatre dimensions est muni de oordonnées xµ, la métrique
a pour signature (−1, 1, 1, 1) don son déterminant est négatif, et G est la onstante de la gravitation.
‡2
Les tenseurs et formes induits sur la ligne d'univers de la partiule-test sont désignés par gˆ et Aˆ.
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essentiellement unique par des prinipes de symétrie, on ne peut la modier de façon
fondamentale qu'en hangeant es mêmes prinipes. Sous des hypothèses physiques
raisonnables, la seule extension possible de la symétrie loale de Lorentz est la su-
persymétrie. Les extensions supersymétriques onnues de la théorie de la relativité
générale omportent d'ailleurs des hamps de jauge et sont don des extensions de la
théorie d'Einstein-Maxwell. Par exemple, l'ation du seteur bosonique des théories de
supergravité de type II à dix dimensions est
‡3
SIIA/IIB =
1
G(10)
∫
d10xµ
√
− det g e−2Φ
(
R(g) + 4(∂Φ)2 − 1
12
(dB)2
)
− 1
G(10)
∫
d10xµ
√
− det g
∑
p pair/impair
1
2(p+ 2)!
(dC(p+1))2. (1.5)
Dans es théories de supergravité, la supersymétrie se traduit d'abord par la présene,
outre la métrique, d'autres hamps bosoniques : le dilaton Φ, la deux-forme de NS-NS
Bµν , et les hamps de Ramond-Ramond C
(p+1)
(où p+1 est le degré). Nous avons omis
tout le seteur fermionique : SIIA/IIB est l'ation des ongurations dont les hamps
fermioniques sont nuls. Une autre onséquene notable de la supersymétrie est l'égalité
des oeients des deux termes de l'ation. Alors que les ouplages gravitationnels et
de jauge étaient indépendants dans l'ation d'Einstein-Maxwell, les seteurs analogues
de la supergravité ont le même ouplage, que nous avons noté G(10). Plus préisément,
nous faisons ii une analogie entre les hamps de Ramond-Ramond C(p+1) et le potentiel
életromagnétique Aµ, et nous onsidérons le dilaton et la forme Bµν omme faisant
partie du seteur gravitationnel, au même titre que la métrique. Cette interprétation
sera justiée par la struture du spetre des ordes fermées, les transformations de T-
dualité et autres eets de ordes. En outre, une interprétation géométrique du hamp
Bµν est suggérée par l'égalité
R(g)− 1
12
(dB)2 = R(Γ) , Γρµν = Γ(g)
ρ
µν −
1
2
(dB)ρµν . (1.6)
Autrement dit, la ontribution du hamp Bµν dans l'ation de la supergravité peut être
prise en ompte au moyen d'un terme de torsion ajouté à la onnexion métrique.
L'algèbre de supersymétrie des théories de supergravité de type II est engendrée par
32 générateurs (au même titre que les translations sont engendrées par 10 générateurs).
‡3
Nous omettons ii les termes de Chern-Simons. Nous ignorons aussi des subtilités liées à l'auto-
dualité de la 5-forme dC(3+1) dans le as de la théorie de type IIB.
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Une solution donnée des équations du mouvement de es théories préserve ou non une
partie de ette algèbre. La préservation de ertaines supersymétries se traduit par des
onditions sur les hamps bosoniques Gµν , Bµν ... (en eet, es hamps interviennent
dans les transformations de supersymétrie des hamps fermioniques, que nous avons
supposés nuls). Par exemple, on peut reherher des solutions de la supergravité de
type II telles que tous les hamps soient nuls sauf la métrique, qui se fatorise en une
métrique plate à 3+1 dimensions et une métrique ompate Eulidienne à 6 dimensions.
Si, en plus de l'invariane de Lorentz de la métrique plate, nous voulons que la ong-
uration préserve une algèbre de supersymétrie N = 2 à 3+1 dimensions (et soit sans
singularités), la métrique ompate en question doit être elle d'un espae de Calabi-
Yau. Alors 8 des 32 supersymétries des théories de type II sont préservées. Ainsi, les
symétries physiques de la théorie se traduisent par des strutures géométriques. Mais
les ongurations faisant appel à d'autres hamps que la seule métrique sont souvent
plus diiles à interpréter géométriquement.
Cependant, les théories de supergravité se trouvent être non-renormalisables elles
aussi. Mais leur non-renormalisabilité n'a de signiation que si on les onsidère omme
des théories fondamentales supposées dérire la physique au niveau mirosopique.
Nous allons maintenant traiter de théories des ordes, dont les variables mirosopiques
sont des objets à une dimension et dont les hamps eetifs à basse énergie sont pré-
isément eux des théories de supergravité.
1.1.2 Les ordes fondamentales
Nous allons onsidérer des théories des ordes, dont les hamps mirosopiques sont
des ordes à une dimension plongées dans un l'espae-temps. Lors de leur évolution
au ours du temps, une orde dérit une surfae d'univers bidimensionnelle. Dans la
théorie dérivant la dynamique de ette surfae d'univers, les hamps d'espae-temps
gµν , Bµν , et jouent le rle de ouplages, de même que la métrique gµν et le potentiel
életromagnétique Aµ dans la théorie de la partiule-test (1.4). Si nous hoisissons une
onguration où tous es hamps d'espae-temps sont nuls, sauf gµν , Bµν et Φ, l'ation
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de notre orde-test est l'ation de Polyakov
‡4
SP(Xµ(σi), γij) =
1
4πα′
∫
d2σi
√
− det γ (γijgµν∂iXµ∂jXν +ǫijBµν∂iXµ∂jXν
+ α′ΦR(2)(γ)
)
. (1.7)
Nous avons introduit un paramètre α′, qui a la dimension d'une surfae ; 1
2πα′
s'inter-
prète omme la tension de la orde-test, qui généralise la masse d'un objet pontuel.
Pour obtenir une théorie supersymétrique, il faudrait tenir ompte des fermions qui sont
les partenaires supersymétriques des hamps Xµ(σi), et ajouter les termes orrespon-
dants à l'ation. Ave ou sans supersymétrie, e genre d'ation dérit un modèle sigma.
Une propriété essentielle de e modèle est l'invariane onforme sur la surfae d'u-
nivers, qui généralise l'invariane de l'ation de la partiule-test par reparamétrisation
de la ligne d'univers. Les transformations onformes sont en général dénies omme
les reparamétrisations loales qui laissent la métrique (ii γij) invariante modulo un
hangement d'éhelle (ii γij → λ(σi)γij). À deux dimensions, la symétrie onforme
est dérite par une algèbre de dimension innie, l'algèbre de Virasoro V engendrée par
Lm, m ∈ Z :
[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + c
12
m(m2 − 1)δm+n. (1.8)
Nous avons introduit ii la harge entrale c, un nombre qui vaut zéro au niveau
lassique, mais dont la valeur, après quantiation de la théorie, dépend des hamps
d'espae-temps et en partiulier de la dimension de l'espae-temps. De même, s'il est
faile de onstater que le prolongement supersymétrique de l'ation de Polyakov est in-
variant onforme au niveau lassique pour tous hamps gµν , Bµν , ..., l'absene d'anoma-
lie quantique à l'invariane onforme pose des onditions sur les hamps d'espae-temps.
Ces onditions sont l'annulation des fontions β assoiées aux ouplages du modèle
sigma, 'est-à-dire aux hamps d'espae-temps. Ces fontions β se alulent pertur-
bativement en α′, et à l'ordre le plus bas, leur annulation équivaut aux équations
du mouvement d'une théorie de supergravité (ave la ondition que la dimension de
l'espae-temps soit dix).
À une éhelle d'énergie très petite par rapport à
1√
α′
, la théorie des ordes sur une
surfae d'univers donnée est don dérite par les hamps et la dynamique de la super-
gravité. Des orretions apparaissent à l'éhelle
1√
α′
, qui s'identie don ave l'éhelle
‡4
La surfae d'univers est paramétrée par Xµ(σi) et par sa métrique γij , dont on note R
(2)
la
ourbure salaire.
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de la gravité quantique MP l (la masse de Plank). Ces orretions sont des termes ad-
ditionnels dans l'ation de la supergravité, omportant plus de dérivées (et, pour des
raisons dimensionnelles, autant de fateurs
√
α′ que de dérivées supplémentaires), et
de nouveaux hamps.
Les hamps qui apparaissent à ette éhelle s'obtiennent à partir du spetre du
modèle sigma assoié à l'espae plat. Ce spetre ontient tout d'abord des états de
masse nulle qui s'identient aux hamps de la supergravité. En eet, es hamps sont
les ouplages du modèle sigma, et leur variation innitésimale orrespond à une petite
déformation de e modèle. Ainsi, une variation innitésimale de la métrique, un gravi-
ton, est un hamp de spin deux et de masse nulle. On l'observe eetivement dans le
spetre. Ensuite, le spetre ontient des hamps massifs dont les plus légers ont pour
masse
1√
α′
(il s'agit de la seule éhelle de masse disponible dans la dénition du modèle
sigma). La masse n'est pas bornée, il y a une innité de hamps massifs dans le spe-
tre. Tous es hamps sont trop massifs pour être observables dans les aélérateurs de
partiules, mais ontribuent à la ohérene de la théorie des ordes (par opposition à la
non-renormalisabilité de la supergravité). Si l'on herhe à relier la théorie des ordes
au modèle standard, on doit don identier les hamps de e dernier ave des hamps
de masse nulle, supposés aquérir une masse (petite par rapport à MP l), par exemple
par la brisure de la supersymétrie.
L'intégrale de hemin de la théorie des ordes porte en prinipe sur toutes les
ongurations possibles de la surfae d'univers, et en partiulier sur des ongurations
de topologies variables. La topologie d'une surfae à deux dimensions est trahie par la
quantité
∫
d2σi
√
− det γR(2), (1.9)
qui apparaît dans l'ation eq. (1.7) si l'on suppose le dilaton Φ onstant. Chaque
boule de la surfae d'univers apporte don un fateur eΦ à l'intégrale de hemin. Cette
quantité gs = e
Φ
s'appelle la onstante de ouplage des ordes
‡5
et régit les interations
de l'hypothétique théorie d'espae-temps dont les hamps seraient les états du spetre
du modèle sigma, et dont la limite de basse énergie serait une théorie de supergravité.
‡5
Si eΦ n'est pas onstant, on l'érit ave un fateur onstant gs
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1.1.3 Dualités perturbatives et non-perturbatives
Considérons le modèle sigma assoié à l'espae-temps plat. Si la surfae d'univers
est Eulidienne et a la topologie d'une deux-sphère, la symétrie de reparamétrisation
et l'invariane onforme permettent de hoisir une métrique plate,
γijdσ
idσj = dz dz¯. (1.10)
L'équation du mouvement du hamp Xµ(z, z¯) est alors ∂∂¯Xµ = 0. Les solutions sont
Xµ(z, z¯) = XµG(z) +X
µ
D(z¯). (1.11)
Les solutions se fatorisent don en deux seteurs indépendants (Gauhe et Droit).
Cette propriété ontribue à rendre la théorie des ordes en espae plat simple et a-
essible au alul. Nous verrons qu'elle tient également dans d'autres espaes-temps,
omme les variétés de groupes.
En théorie onforme, on onsidère dans un premier temps les variables z et z¯ omme
indépendantes, e qui permet d'étudier séparément les seteurs G et D omme des
théories bidimensionnelles, et on impose ensuite des ontraintes reliant les deux seteurs
pour déterminer les quantités physiques, dont le spetre. Ainsi, haque seteur jouit de
sa propre algèbre de Virasoro (1.8).
Considérons maintenant, dans une diretion µ = 0 donnée, la transformation de
T-dualité :
X0(z, z¯)→ X0G(z)−X0D(z¯). (1.12)
Ce simple hangement de variable n'aete pas le spetre du modèle sigma. Il en
modie ependant l'interprétation en termes d'espae-temps. Par exemple, onsidérons
les états les plus légers de la théorie des ordes dans un erle de rayon R dérit par une
oordonnée X pérodique, X = X + 2πR. Ces états orrespondent aux ongurations
suivantes du hamp X(σ, τ) du modèle sigma :
X =
2πα′
R
nτ , n ∈ Z, (1.13)
est un état d'impulsion quantiée n/R. Il ne dépend pas de σ et a don un sens même
dans le as d'une partiule pontuelle. En revanhe, l'existene d'états d'enroulement,
X = 2πRwσ , w ∈ Z, (1.14)
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est un eet purement ordiste, dû au fait que la orde peut à un instant donné s'en-
rouler autour d'un erle donné. On peut failement onstater que la transformation de
T-dualité dans la diretion de X éhange les états d'implulsion ave les états d'enroule-
ment, tout en préservant la struture du spetre (et notamment la masse des états).
Cet éhange revient à inverser le rayon R de la oordonnée X ,
R→ 2πα
′
R
. (1.15)
De façon équivalente, on onstate que la T-dualité dans une diretion X0 hange le
signe de la omposante δg00 du graviton, 'est-à-dire de la utuation de la métrique,
qui apparaît dans le spetre des ordes fermées. On peut généraliser es observations, et
interpréter la T-dualité omme une transformation des hamps d'espae-temps. Étant
donnée une diretion ompate 0 orrespondant à une symétrie des hamps d'espae-
temps
‡6
, la transformation des hamps de Neveu-Shwarz gµν , Bµν ,Φ peut s'érire :
g′00 = g
−1
00 g
′
µ0 = g
−1
00 Bµ0 g
′
µν = gµν − g−100 (gµ0gν0 −Bµ0Bν0)
e2Φ
′
= g−100 e
2Φ B′µ0 = g
−1
00 gµ0 B
′
µν = Bµν − g−100 (Bµ0gν0 −Bν0gµ0)
(1.16)
Cette transformation est non perturbative du point de vue du modèle sigma, ar elle
inverse le ouplage g00, mais perturbative du point de vue de la théorie des ordes : si
gs = e
Φ
est petit alors g′s = e
Φ′
l'est aussi. La transformation (1.16) est une symétrie
des théories de supergravité, en e sens qu'elle éhange les théories de type IIA et IIB
‡7
.
Mais, omme elle provient d'une symétrie du modèle sigma, elle doit s'étendre à toute
la théorie des ordes. En partiulier, ela veut dire que les orretions dérivatives à la
supergravité doivent vérier une symétrie de T-dualité, qui à l'ordre le plus bas en α′
se réduit à la transformation (1.16).
Dans un espae-temps donné, si l'on onsidère l'ensemble des T-dualités orrespon-
dant aux symétries, que l'on ajoute ertaines reparamétrisations et ertaines transfor-
mations de jauge du hamp Bµν , et que l'on prend en ompte les onditions de quan-
tiation (par exemple la quantiation de l'impulsion dans une diretion ompate),
on engendre un goupe (disret) de T-dualité. Par exemple, le groupe de T-dualité du
tore à d dimensions T d est O(d, d,Z).
‡6
C'est-à-dire
∂
∂X0
est un veteur de Killing de la métrique, Φ ne dépend pas de X0, et.
‡7
Cela ne peut naturellement pas se voir dans les transformations des hamps du seteur de Neveu-
Shwarz, qui est ommun aux deux théories.
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La théorie des ordes de type IIB jouit de plus d'une symétrie de dualité non per-
turbative onjeturée, qui inverse le ouplage des ordes gs = e
Φ
. Comme la T-dualité,
ette S-dualité est une symétrie de la supergravité. Rappelons que la supergravité de
type IIB omporte des hamps de Ramond-Ramond C(0), C(2), C(4). Nous nous on-
tenterons de iter une transformation de S-dualité dans le as où C(0) = C(4) = 0,
eΦ
′
= e−Φ B′µν = C
(2)
µν
g′µν = e
−Φgµν C
(2)
µν
′ = −B(2)µν
(1.17)
Si l'on admet que ette dualité non perturbative est une symétrie de la théorie des
ordes, omme l'y initent de nombreuses vériations dans des as partiuliers, alors
elle nous informe sur le régime de fort ouplage, inaessible à la théorie perturba-
tive. En partiulier, les états perturbatifs orrespondent par S-dualité à des objets non
perturbatifs. Nous allons maintenant introduire ertains de es objets.
1.2 Branes et trous noirs
1.2.1 Solitons, singularités et objets étendus
Nous avons introduit les théories de supergravité omme des généralisations de la
théorie de la relativité générale. Dans ette dernière, on onnaît des objets solitoniques,
dérits par des ongurations singulières de la métrique : les trous noirs. Un trou noir
peut se former lors de l'eondrement gravitationnel d'un objet susamment dense.
A fortiori, un objet inniment dense omme une partiule pontuelle massive doit
réer un trou noir. Ainsi, si l'on prend en ompte l'ation de la partiule-test Stest
dans la dynamique de la métrique, les termes à ajouter aux équations du mouvement
d'Einstein-Maxwell se omportent omme des soures, et les solutions de es équations
sont la métrique et le hamp életromagnétique d'un trou noir éventuellement hargé.
Par exemple, la métrique et le hamp életromagnétique du trou noir de Reissner-
Nordström à 3+1 dimentions sont :
‡8
ds2 = −(r − r+)(r − r−)
r2
dt2 +
r2
(r − r+)(r − r−)dr
2 + r2dΩ22, F =
Q
r2
dt ∧ dr. (1.18)
Ce trou noir orrespond à un objet pontuel, en e sens qu'à tout instant t donné la
métrique de l'espae à trois dimentions t = constante a une symétrie sphérique.
‡8
Les positions des horizons sont r± = G(M ±
√
M2 −Q2), où G est la onstante de la gravitation,
M et Q la masse et la harge du trou noir.
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Il est aussi possible d'ajouter des soures aux équations de la supergravité, et de
trouver des solutions solitoniques généralisant les trous noirs. Cependant, nous n'i-
dentierons que plus tard les objets qui, à l'instar des partiules-test, engendrent es
soures. Nous suivrons don une logique inverse de elle que nous avons dérite pour
la relativité générale, en ommençant par érire des solutions de la supergravité qui
ressembleront formellement à (1.18).
Nous allons onsidérer des solutions de la supergravité à 10 dimensions orrespon-
dant à des objets étendus à p dimensions. Autrement dit, les solutions préserveront la
symétrie de Lorentz à p+1 dimensions et la symétrie sphérique à 9−p dimensions. De
même que le trou noir pontuel est életriquement hargé, nos objets seront hargés
pour la forme C(p+1) (ainsi, ils pourront exister en théorie de type IIA ou IIB selon la
parité de p). Les solutions de supergravité, appelées p-branes noires, sont don :
ds2 = Hp(r)
− 1
2 (−dt2 + dx21 + · · ·+ dx2p) +Hp(r)
1
2 (dr2 + r2dΩ28−p), (1.19)
C(p+1) = g−1s (1−Hp(r)−1)dt ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxp. (1.20)
Ces solutions dépendent d'une fontion harmonique à symétrie sphérique (9 − p)-
dimensionnelle, Hp(r), qui est reliée au dilaton par e
Φ = gsHp(r)
3−p
4
. Expliitement,
ette fontion vaut
Hp(r) = 1 +
Ngsα
′ 7−p
2
r7−p
. (1.21)
(Nous avons omis des fateurs numériques dans le deuxième terme). L'entierN représente
la harge de l'objet par rapport au hamp C(p+1) ; on peut prouver la quantiation de
ette harge par un argument généralisant la quantiation de Dira. On peut aluler
la masse de l'objet pour la théorie de la supergravité en généralisant la notion de masse
ADM : on obtient une masse inversement proportionnelle à gs. Cela dénote la nature
non-perturbative de l'objet qui rée ette p-brane noire. Par exemple, dans le as p = 1,
il ne peut don pas s'agir de la orde fondamentale dérite par le modéle sigma. Nous
identierons plus tard et objet omme une Dp-brane.
On onnaît aussi des solutions plus ompliquées, 'est-à-dire moins symétriques, qui
dérivent des états liés d'objets de dimensions diérentes. La superposition de D1 et
D5-branes a ainsi la forme :
ds2 = H1(r)
− 1
2H5(r)
− 1
2 (−dt2 + dx21) +H1(r)
1
2H5(r)
− 1
2 (dx22 + · · ·+ dx25)
+H1(r)
1
2H5(r)
1
2 (dr2 + r2dΩ23), (1.22)
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ave la fontion H5(r) dénie plus haut, une fontion H1(r) en
1
r2
omme H5(r),
les hamps de Ramond-Ramond C(2) et C(6) omme préédemment, et le dilaton
eΦ = gsH1(r)
1
2H5(r)
− 1
2
. Notons que les D1 et D5-branes sont reliées par une général-
isation de la dualité életrique-magnétique, puisque dC(6) et dC(2) sont reliées par la
dualité de Hodge à 10 dimensions. Par S-dualité, es deux hamps de Ramond-Ramond
orrespondent au hamp B et à son dual de Hodge d−1∗dB. La solution de supergravité
S-duale à la solution (1.22) est don hargée életriquement et magnétiquement pour
le hamp B, et s'érit ‡9
gs ds
2 = H1(r)
−1(−dt2 + dx21) + (dx22 + · · ·+ dx25) +H5(r)(dr2 + r2dΩ23),(1.23)
H = dB = N5α
′ǫ3 +N1α
′H1(r)
−1H5(r)dt ∧ dx1 ∧ dr, (1.24)
eΦ = g−1s H1(r)
− 1
2H5(r)
1
2 . (1.25)
Cette solution nous intéressera notamment pour sa limite prohe de l'horizon. Si en
eet on l'examine pour r petit, on obtient une nouvelle solution de la supergravité qui
a la même forme mais où les fontions H1(r) et H5(r) ont perdu leurs termes onstants,
H1(r) : 1 +
N1gsα
′
r2
→ N1gsα
′
r2
. (1.26)
Cette solution est du type AdS3×S3×R4, où AdS3 est l'espae Anti-de Sitter. Nous nous
intéresserons plus tard à la théorie des ordes dans l'espae AdS3, qui est loalement
la variété du groupe SL(2,R) .
La limite prohe de l'horizon de ette solution n'est ependant AdS3 × S3 × R4
que dans le as où N1 6= 0. Dans le as ontraire, on obtient à la plae un espae
R1,5 × SU(2) × RΦ, où RΦ est l'espae du dilaton linéaire, déni par une métrique
plate unidimensionnelle et un dilaton Φ(x) ∝ x. Nous retrouverons plus loin ette
limite prohe de l'horizon d'une onguration de NS5-branes.
1.2.2 Quelques propriétés des p-branes noires
Dans le but d'identier les objets non-perturbatifs de la théorie des ordes qui
peuvent réer les branes noires, nous allons en étudier quelques propriétés.
Nous ommenerons par une analogie ave le trou noir de Reissner-Nordström. Les
termes de soure apables d'engendrer ette solution de la théorie d'Einstein-Maxwell
proviennent de l'ation (1.4) d'une partiule de masse M et de harge Q. L'étude des
‡9dΩ23 est la métrique de la 3-sphère S
3
de rayon un, et ǫ3 sa forme volume.
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termes de soure orrespondant aux p-branes noires dans les équations de supergravité
peut de même nous renseigner sur les objets en question.
Remarquons d'abord qu'une p-brane noire est spéiée par un seul paramètre, que
nous avons appelé N . Celui-i détermine à la fois sa masse et sa harge pour les hamps
de Ramond-Ramond, et doit être entier. Que la harge soit quantiée se produit déjà
pour le trou noir de Reissner-Nordström, mais que la masse le soit est propre à la théorie
des ordes. En fait, il s'agit là d'une onséquene de la supersymétrie, les solutions que
nous avons dérites préservant une partie des supersymétries des théories de type II.
Nous avons déjà renontré un phénomène analogue dans l'ation (1.5) des théories de
supergravité elles-mêmes, où la fore de l'attration gravitationnelle était égale à elle
des interations de jauge. Ce phénomène est une manifestation du aratère unié de la
théorie des ordes, qui ne dépend d'auun paramètre physique libre (α′ est une simple
éhelle de surfae).
L'ation d'un l'objet-test (N = 1) à p+1 dimensions, dont la masse égale la harge,
est une intégrale sur la singularité r = 0 de la p-brane noire,
Stestp+1 = Tp
∫
dp+1xe−Φ
√
− det gˆ + Tp
∫
C(p+1), (1.27)
qui est à omparer ave l'ation (1.4). Nous avons introduit la quantité
Tp = g
−1
s (2π)
−p α′−
p+1
2 , (1.28)
qui est la masse de l'objet, ou plutt sa tension si p ≥ 1. Le fateur g−1s traduit son
aratère non perturbatif (solitonique).
Nous allons maintenant identier et objet omme une D-brane, que nous dénirons
à partir des onditions au bord des ordes ouvertes. Nous trouverons notamment une
D-brane dont l'ation eetive oïnide ave l'ation Stestp+1.
1.3 D-branes et bouts de ordes ouvertes
1.3.1 Le bord de la surfae d'univers
Imaginons que la surfae d'univers Σ soit munie d'un bord ∂Σ. Nous le loaliserons
en σ = 0, π dans les oordonnées (σ, τ). Les propriétés physiques de e bord peuvent
être spéiées au moyen de onditions au bord. Nous allons supposer que es onditions
au bord déoulent d'un prinipe variationnel déduit de l'ation de Polyakov (1.7).
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Cependant, la présene d'un bord nous invite à ajouter à ette ation un terme de
bord. De même que Σ est ouplée à la deux-forme Bµνdx
µ ∧ dxν , nous allons oupler
∂Σ à une forme Aµdx
µ
. L'ation ave terme de bord est ainsi
Souv = SP +
∫
∂Σ
Aµ(X
ν)∂τX
µdτ. (1.29)
Appliquons le prinipe de moindre ation. Les équations du mouvement dans la masse
ne sont pas modiées par la présene du terme de bord, et la ontribution de ∂Σ aux
utuations de l'ation est, si l'on suppose la métrique γ de la surfae d'univers plate,
(δSouv)bord =
1
2πα′
∫
dτ δXµ (gµν∂σX
ν + (Bµν + 2πα
′Fµν)∂τXν) , (1.30)
où F = dA. Nous allons déterminer dans quels as (δSouv)bord s'annule pour des on-
ditions au bord du type
(∂τ + ∂σ)X
µ = Cµν (∂τ − ∂σ)Xν , (1.31)
qui orrespondent à oller les seteurs Gauhe et Droit au moyen d'une appliation
linéaire Cνµ (pas néessairement onstante). Remarquons que, dans (1.30), on peut
remplaer δXµ par ∂τX
µ
, si les onditions au bord sont susamment régulières
‡10
. En
utilisant de plus les onditions au bord (1.31), on trouve
(∂τ + ∂σ)X
µ
(
CνµgνρC
ρ
λ − gµλ
)
(∂τ + ∂σ)X
λ = 0. (1.32)
Cette ondition doit être vériée pour tous les veteurs (∂τ + ∂σ)X
λ
, don la matrie
C doit don préserver la métrique gµν , et l'ensemble des solutions est O(d,R) où d est
la dimension de l'espae. Bien sûr, les onditions au bord doivent vérier des équations
supplémentaires pour être ohérentes quantiquement, qui ne seront pas satisfaites par
toutes les fontions à valeurs dans O(d,R).
La matrieC peut avoir des valeurs propres−1. Les veteurs propres orrespondants
dénissent des diretions de type Dirihlet, vériant des onditions au bord Xµ =
constante. Dans les autres diretions, on a gµν∂σX
ν + (Bµν + 2πα
′F )∂τXν = 0, don
C =
1− g−1(B + 2πα′F )
1 + g−1(B + 2πα′F )
, (1.33)
‡10
En eet, es onditions prennent la forme de l'annulation d'un produit de deux fateurs (1.30).
Si le fateur δXµ est nul et l'autre pas en un point, il doit en être de même au voisinage de e point,
don ∂τ δX
µ = 0, don Xµ est loalement onstant sur le bord.
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qui est bien une matrie orthogonale au sens déni plus haut. Cependant, ette relation,
et l'existene même du hamp F , n'ont de sens que dans les diretions orthogonales aux
diretions de type Dirihlet. Autrement dit, le hamp F n'existe que sur la sous-variété
où les onditions au bord de type Dirihlet forent les ordes ouvertes à aboutir. Cette
sous-variété s'appelle naturellement une D-brane, ou Dp-brane si l'on veut indiquer sa
dimension, p+ 1.
Don, la théorie des ordes ouvertes est dénie par la donnée d'une D-brane, déter-
minée par un plongement Xµ(xi) d'une surfae de dimension p+1 dans l'espae-temps,
et d'une deux-forme Fij(x
k) = d(Ai(x
k)) sur ette D-brane, de même que la théorie
des ordes fermées est dénie par la donnée d'une métrique, d'un hamp B, et. Nous
reviendrons sur les équations que doivent vérier les D-branes. Une hose est sûre :
elles doivent respeter l'invariane de jauge B → B + Λ, F → F − 2πα′Λ où dΛ = 0.
En eet, la dynamique des ordes ne dépend que des ombinaisons invariantes de jauge
H = dB et ω = Bˆ+2πα′F , où Bˆ est la forme induite sur la D-brane. Cette invariane
de jauge formalise la remarque que la matrie C, éq. (1.33), n'est dénie que dans la
diretion de la D-brane, et ne dépend de B et F qu'à travers B + 2πα′F .
Pour l'instant, les D-branes peuvent être sous-variétés de l'espae-temps de dimen-
sions quelonques. Mais l'absene de ontrainte sur leur dimension est due au fait que
nous avons onsidéré des ordes bosoniques. Si l'on traite le même problème pour les
théories des ordes supersymétriques de type II, on obtient des D-branes de dimensions
impaires (IIA) ou paires (IIB). Ces dimensions onordent ave le degré des formes
de Ramond-Ramond C(p+1) existant dans es théories. En fait, les D-branes sont des
soures pour es hamps, auxquels elles se ouplent naturellement via des termes∫
Dp
C(p+1). (1.34)
Cette observation onorde ave le omportement des D-branes vis-à-vis de la T-dualité.
Par dénition (1.12), ette dernière transforme une ondition au bord de type Dirihlet
(∂τX
µ = 0) en une ondition de type Neumann (∂σX
µ = 0) et vie-versa. Ainsi, elle
éhange la oordonnée de plongement Xµ(xk) d'une D-brane ave le hamp Aµ(xk).
Don, la T-dualité augmente ou diminue d'un la dimension de la D-brane selon qu'elle
s'eetue dans une diretion orthogonale ou parallèle à elle-i. Elle transforme don les
D-branes de la théorie de type IIA en D-branes de la théorie de type IIB et vie-versa.
Mentionnons pour nir omment les D-branes de la théorie de type IIB se trans-
forment par la S-dualité, qui est une symétrie de ette théorie. Cela peut se déduire
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failement des lois de transformation des hamps de fond auxquels se ouplent les D-
branes. Ainsi, la D1-brane est une soure pour C
(2)
µν , que la S-dualité (1.17) transforme
en Bµν . Nous onnaissons déjà un objet qui se ouple à Bµν , 'est la orde fondamen-
tale elle-même (voir l'ation de Polyakov (1.7)), parfois appelée F1. Ainsi, les objets
D1 et F1 sont éhangés par S-dualité. La D3-brane est invariante, et la D5-brane se
transforme en une NS5-brane qui se ouple magnétiquement au hamp Bµν .
Par leur ouplage aux hamps de Ramond-Ramond et leurs transformations par les
dualités, les D-branes sont de bons andidats pour être les soures des ongurations
de la supergravité appelées p-branes noires dont nous avons disuté. Une onrmation
proviendra de l'étude des ations eetives de es D-branes.
1.3.2 L'ation eetive des D-branes
Rappelons que les équations du mouvement des théories de supergravité équivalent
à l'annulation des fontions β des ouplages du modèle sigma. Depuis notre disussion
de e fait, nous avons ajouté au modèle sigma des ouplages au bord dérits pas une D-
brane, et l'invariane onforme du modèle ave bord requiert l'annulation des fontions
β assoiées à es nouveaux ouplages. À l'ordre le plus bas en α′, ette annulation
s'interprète omme les équations du mouvement de l'ation eetive de la D-brane.
Nous dérivons toujours une Dp-brane au moyen de son plongement dans l'espae-
temps, Xµ(xi), et du hamp Fij . Alors son ation eetive est une fontionnelle sur la
variété à p+1 dimensions paramétrée par xi, qui omprend deux types de termes : une
ation de Born-Infeld, qui vaut
SBI(Xµ(xi), Fij) = Tp
∫
dxi e−Φ
√
− det(gˆ + Bˆ + 2πα′F ), (1.35)
et des termes de Wess-Zumino,
SWZ(Xµ(xi), Fij) = Tp
∫
dxi
̂
[eB
∑
n
C(n)]e2πα
′F , (1.36)
où l'intégrale porte sur le terme de degré p + 1 du tenseur à intégrer. Ainsi, seules les
formes de Ramond-Ramond de degré au plus p+ 1 ontribuent à l'ation eetive.
Ces expressions méritent quelques ommentaires. D'abord, l'ation de Born-Infeld
n'est pas valable seulement à l'ordre le plus bas en α′, puisque le terme 2πα′F engendre
des termes à tous les ordres. En fait, le domaine de validité de l'ation eetive SBI+SWZ
est déni par la petitesse des dérivées seondes des plongements Xµ et des dérivées
premières du hamp F . Les orretions à ette ation eetive sont appelées orretions
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dérivatives, et leur ordre est déni par rapport au nombre de dérivées mises en jeu.
Naturellement, e nombre est relié à la puissane de α′ pour des raisons dimensionnelles,
mais la puissane de α′ dans un terme des orretions dépend aussi de elle de F . Cette
subtilité peut être ontournée en inluant α′ dans la dénition de F , e que nous ferons
par la suite quand il n'y aura pas de risque d'ambiguité.
Revenons à notre raison d'introduire ette ation eetive : l'identiation des
soures des p-branes noires de la supergravité ave des Dp-branes. Une Dp-branes plate
ave F = 0 est solution des équations du mouvement dans un espae-temps plat (le
seul hamp non nul étant gµν = ηµν). Si l'on veut prendre en ompte l'ation de ette
D-brane dans les équations de la supergravité et s'en servir ainsi de soure, on on-
state qu'à l'ordre dominant en Tp seuls la métrique, le dilaton et le hamp C
(p+1)
sont
aetés par la présene de la D-brane (par exemple, les utuations δB n'apparaissent
qu'au deuxième ordre dans SBI). Don, l'ation eetive qui détermine l'inuene de la
Dp-brane sur les hamps de fond se réduit à l'ation (1.27) de la soure de la p-brane
noire. Cei onrme l'identiation de ette soure ave une Dp-brane.
1.3.3 D-branes superposées
Que se passe-t-il maintenant si l'on onsidère N D-branes dans un même espae-
temps ? Les ordes ouvertes ont alors le hoix de la D-brane sur laquelle elles aboutis-
sent. À haque bout de orde ouverte on doit don assoier un indie, dit de Chan-
Paton, orrespondant à une D-brane. Le système aquiert N ×N états fondamentaux
de ordes ouvertes étirées entre diérentes D-branes. Si deux D-branes sont séparées,
l'état fondamental d'une orde ouverte qui les relie est massif ; en revanhe, si les D-
branes sont superposées, il est sans masse et doit don apparaître dans la desription
eetive du système à basse énergie, au même titre que les positions Xµ des D-branes
et les hamps Fij.
L'ensemble des hamps Fij = dAi sur les N D-branes orrespond à un groupe
de jauge U(1)N . Si elles sont toutes superposées, les nouveaux états de masse nulle
agrandissent e groupe de jauge, qui devient U(N). Il faut don onsidérer que le hamp
Ai est à valeurs dans l'algèbre de Lie de e groupe, et par T-dualité 'est aussi le as
des oordonnées Xµ des D-branes. Il peut don exister des états liés de D-branes où la
loalisation de haune n'est pas dénie, dans le as où les matries Xµ ne ommutent
pas toutes.
L'existene de es états liés dépend de la dynamique des D-branes, qui est déter-
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minée par leur ation eetive. Cette ation eetive, qui doit généraliser SBI+SWZ au
as des hamps non-abéliens, n'est ependant pas onnue expliitement. Seuls ertains
termes ont été alulés, e qui est déjà susant pour mettre en évidene quelques eets
intéressants, omme l'eet Myers que nous verrons plus loin.
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Chapitre 2
Groupes, D-branes et ation de
Born-Infeld
Si l'on étudie depuis longtemps la théorie des ordes dans des groupes de Lie, e n'est
pas tant dans l'espoir de onstruire des modèles réalistes aux basses énergies, que pour
mieux omprendre la théorie dans des as non triviaux que la présene de strutures
algébriques permet ependant de résoudre. On espère ainsi mieux omprendre les eets
de la ourbure de l'espae-temps, de la présene du hamp Bµν , et de la topologie non
triviale de l'espae-temps, entre autres aratéristiques de es variétés.
Nous allons nous intéresser à la théorie des ordes bosoniques dans des groupes de
Lie. Laissant les aspets de théorie onforme pour le prohain hapitre, nous insisterons
ii plus sur la géométrie. Nous omettrons d'évoquer les onstrutions permettant de
bâtir des modèles de ordes plus réalistes à partir des variétés de groupes, onstrutions
qui font appel à la supersymétrie et à l'utilisation des groupes omme parties ompates
d'espae-temps de dimension dix.
En étudiant les D-branes dans les groupes ompats d'abord du point de vue
géométrique, nous ne suivons pas la hronologie de la reherhe, qui était passée en
premier lieu par une desription exate. Mais notre logique sera adaptée aux as plus
ompliqués des D-branes dans des espaes-temps non ompats, dont la onstrution
exate est beauoup plus diile.
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2.1 Cordes fermées dans les variétés de groupes
Dans ette setion, nous présenterons d'abord le modèle de Wess-Zumino-Witten,
qui dérit les ordes fermées dans les variétés de groupes. Nous onsarerons ensuite
un paragraphe au as partiulier du groupe SL(2,R) , qui jouera un grand rle dans
la suite.
2.1.1 Le modèle de Wess-Zumino-Witten
Si l'on veut étudier une théorie physique omportant la gravité sur un goupe de Lie
G, il faut d'abord déider quelle métrique assoier à e groupe. La question est loin
d'être simple et requiert des hypothèses préises sur la struture de G. Nous exigerons
d'abord que la métrique soit non-dégénérée. De plus, pour que les propriétés physiques
reètent les symétries assoiées à la struture de groupe, il faut que la métrique soit
invariante à gauhe et à droite. Ainsi, elle est déterminée par une forme bilinéaire sur
l'algèbre de Lie g de G, non dégénérée et invariante par l'ation adjointe. L'exis-
tene d'une telle forme est d'ailleurs une ondition néessaire et susante pour l'exis-
tene d'une théorie onforme qui respete au niveau quantique les symétries du groupe
[FOS94℄. Nous appellerons 〈·, ·〉 une telle forme bilineaire. Dans le as d'un groupe
semi-simple, la forme de Killing fait l'aaire, mais n'est pas néessairement la seule
possibilité. Dans la suite, nous adopterons des normalisations issues de e as pour des
raisons de simpliité.
Muni de sa métrique, notre groupe n'est ependant toujours pas solution des équa-
tions de la Relativité Générale ni de la Supergravité. Pour en faire un espae physique
au sens de ette dernière, on peut introduire une valeur non nulle pour le hamp Bµν .
Alors se pose la question de l'existene globale d'une telle forme. En fait la topologie
non triviale du groupe G s'oppose en général à l'existene globale du hamp Bµν nées-
saire pour dénir la théorie des ordes sur G. Nous onstruirons plus loin un tel hamp
Bµν , qui aura des singularités. Pour l'instant, on peut éviter e problème en formulant
la théorie à l'aide du hamp H = dB. Cette trois-forme ne se ouple pas à la surfae
d'univers bidimensionnelle Σ plongée dans G, mais à une sous-variétéM de G telle que
∂M = Σ. L'ation de Wess-Zumino-Witten s'érit alors, en fontion du plongement
g(σ, τ) de la orde fermée dans le groupe G,
SWZW =
k
16π
∫
Σ
dσdτ
〈
g−1∂ig, g
−1∂ig
〉
+
k
24π
∫
M
〈
g−1dg, [g−1dg, g−1dg]
〉
. (2.1)
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Le nombre k s'appelle le niveau de la théorie ‡1. Il est lié au rayon du groupe G par
R =
√
kα′. La métrique étant proportionnelle à R2, l'ation a don bien un fateur
R2/(2πα′) = k/(2π) omme nous l'avons érit. Si on xe la métrique et don le rayon,
la limite α′ → 0, que nous appllerons parfois limite semi-lassique, orrespond don à
k →∞.
La dénition de l'ation (2.1) est potentiellement amibiguë à ause de la dénition
de la variété M par ∂M = Σ. Supposons que ette relation admette des solutions
diérentes M,M′. Comme la trois-forme H est fermée, le terme ∫M−M′ H dans l'a-
tion (2.1) i-dessus ne dépend que de la lasse de M−M′ dans le troisième groupe
d'homotopie π3(G). Pour que l'ation proposée soit physique, exp iS
WZW
ne doit pas
dépendre de ette quantité. Or, pour un groupe ompat simple, on a π3(G) = Z, et∫
M−M′ H réalise expliitement (à un fateur près) l'appliation qui à M−M′ asso-
ie sa lasse dans π3(G). Don, k doit être quantié. Une analyse tenant ompte des
oeients numériques montre que k ∈ Z.
Remarquons que le hamp H que nous avons introduit est tel que la onnetion
déjà mentionnée (1.6), Γ = Γ(g)− 1
2
H , parallélise le groupe G. Cette remarque a des
onséquenes importantes pour la renormalisation du modèle sigma ([BCZ85℄), et don
pour l'annulation des orretions à la supergravité dans le as des groupes.
La parallélisabilité des variétés de groupes se manifeste aussi dans les symétries
préservées par le modèle, à savoir les translations loales
g(σ, τ)→ Ω(x+)g(σ, τ)Ω¯(x−), (2.2)
ave x± = τ ± σ. Il faut noter que les fontions Ω et Ω¯ ne sont pas tout à fait indépen-
dantes, ar elles doivent onspirer pour que la orde reste bien fermée, g(σ + 2π, τ) =
g(σ, τ). Ces symétries orrespondent aux ourants onservés
J = −k∂+g g−1 , J¯ = kg−1∂−g. (2.3)
Ces ourants servent de base à la onstrution de la théorie onforme orrespondante
[GW86℄. Leur existene permet de résoudre la théorie des ordes dans G, au même
titre que la théorie des ordes dans l'espae plat. Plus préisément, leurs modes de
Fourier engendrent l'algèbre de Lie ane gˆ , et le spetre de la théorie se déompose
‡1
Par ommodité d'ériture, nous supposons ii le groupe G simple. Des groupes semi-simples,
produits de groupe simples, peuvent avoir des niveaux diérents pour les diérents fateurs. La notion
de rayon du groupe doit alors être remplaée par un ensemble de paramètres.
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en représentations de ette algèbre. Si g est dénie par [Ja, J b] = fabcJc, alors les
relations de ommutation qui dénissent gˆ sont :
[Jan , J
b
m] = f
abcJcm+n +
1
2
knδabδm+n,0. (2.4)
De façon équivalente à l'existene des ourants onservés, on peut remarquer que la
solution générale des équations du mouvement de l'ation (2.1) est
g(σ, τ) = a(x+) b(x−). (2.5)
Ainsi, on peut quantier la théorie en onsidérant omme largement indépendants deux
seteurs, dépendant respetivement des oordonnées x+ et x−. Nous y reviendrons dans
le prohain hapitre.
Pour l'instant, nous allons seulement admettre l'existene d'une théorie des ordes
dans G respetant les symétries de groupe, à ondition que le niveau k soit entier (dans
le as d'un groupe ompat). Cela sut à déterminer les propriétés essentielles de la
théorie dans la limite semi-lassique k →∞. En fait, e n'est que dans ette limite que
la théorie des ordes peut s'interpréter en termes géométriques ; lorsque k est faible, il
faut prendre en ompte des eets de gravité quantique, qui remettent en ause la notion
même d'espae. Au ontraire, pour k grand, il est possible de onstruire des états de
ordes fermées loalisés sur G, et la notion de point de G prend un sens physique. Plus
préisément, le spetre des ordes fermées s'identie dans ette limite ave l'ensemble
des fontions Fon(G) sur G. Les symétries mentionnées i-dessus suggèrent d'organiser
e spetre en représentations de G. C'est e que fait le théorème de Peter-Weyl,
Fon(G) ≃
⊕
R∈Rep(G)
R ⊗R†, (2.6)
où Rep(G) est l'ensemble des représentations irrédutibles de G de dimension nie.
L'équivalene ≃ est ii à prendre au sens des représentations de G×G, où les ations
de G sur Fon(G) se déduisent naturellement de ses ations à droite et à gauhe sur
lui-même. Le spetre du modèle de Wess-Zumino-Witten pour un groupe G ompat
se déduit de Fon(G) en étendant les représentations de G en des représentations or-
respondantes de plus haut poids de l'algèbre de Lie ane gˆ , 'est-à-dire des représen-
tations Rˆ de gˆ onstruites à partir de représentations R de g (que l'on identie ave
l'algèbre des Ja0 ) en appliquant les J
a
n tout en supposant l'ation des J
a
n , n > 0 sur R
nulle. Shématiquement, on a Rˆ = gˆR/(JanR = 0 ∀n > 0). Cependant, on ne garde que
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les représentations de gˆ qui restent unitaires après ette extension. On note Repk(G)
l'ensemble (ni) de es représentations. Alors le spetre du modèle de Wess-Zumino-
Witten est :
Spec(G) ≃
⊕
R∈Repk(G)
Rˆ ⊗ Rˆ†. (2.7)
Nous reviendrons plus en détail sur e spetre et la fontion de partition du tore qui
lui est assoiée dans le prohain hapitre.
2.1.2 Les ordes fermées dans SL(2,R)
Nous avons vu l'espae AdS3×S3×R4 apparaître omme limite prohe de l'horizon
de ertaines ongurations de branes, et se prêter à la onjeture AdS/CFT. C'est une
motivation fondamentale pour étudier la théorie des ordes dans et espae, e qui peut
se faire au moyen du modèle de Wess-Zumino-Witten assoié au groupe SL(2,R) ×
SU(2)× U(1)4. Les diultés posées par e modèle viennent du fateur non ompat
SL(2,R). Nous allons expliquer ertaines de es diultés, et montrer en quoi SL(2,R)
est plus ompliqué que son homologue ompat SU(2) du point de vue de la théorie
des ordes.
Commençons don par munir SL(2,R) de sa métrique naturelle, assoiée à la
forme de Killing. On peut dénir une oordonnée temporelle t à l'aide d'un veteur
de Killing de genre temps de ette métrique. Cette oordonnée est périodique, si on la
déompatie on obtient l'espae AdS3 . Toute tranhe t = constante de SL(2,R) a
un volume inni.
Comme les autres groupes, SL(2,R) muni de sa seule métrique n'a pas de sens
physique. Remarquons ependant qu'il vérie les équations d'Einstein ave une on-
stante osmologique négative. Bien sûr nous onnaissons déjà une autre façon d'inter-
préter le terme orrespondant, à savoir omme provenant d'une trois-forme H = dB de
la théorie des ordes, qui dans le as de SL(2,R) est proportionnelle à la forme volume.
Cette équivalene entre onstante osmologique et trois-forme H ne vaut que pour
les groupes de dimension trois SL(2,R) et SU(2) . Cela reète la propriété partiulière
à SL(2,R) d'être (loalement) à la fois un goupe de Lie et un espae Anti-de Sitter.
En eet, tous les espaes Anti-de Sitter sont solutions de l'équation d'Einstein ave
onstante osmologique négative. Ils jouissent d'une propriété remarquable déouverte
par Breitenlohner et Freedman [BF82℄ : un hamp salaire de masse arrée négative
peut y être stable, pourvu que sa masse arrée ne soit pas trop grande. Cette propriété
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se manifestera également au niveau du spetre des ordes fermées, où l'on trouvera des
états physiques de masse négative.
Dérivons e spetre plus en détail. Dans la limite semi-lassique, il s'agit simple-
ment d'étudier Fon(SL(2,R)). Comme dans le as ompat, et espae se déompose
naturellement en représentations de SL(2,R) × SL(2,R) . Les représentations de
SL(2,R) se paramétrisent naturellement en fontion du Casimir quadratique, que l'on
note −j(j + 1) (où j s'appelle le spin). Seules les représentations unitaires peuvent
apparaître dans le spetre physique. Les états d'une représentation donnée sont eux
paramétrisés par leur moment magnétique m, 'est-à-dire la valeur propre d'un généra-
teur donné J3 de l'algèbre de Lie sl(2,R) de SL(2,R) . Les représentations qui nous
intéresseront sont les suivantes :
 Les représentations ontinues Cαj , ave j ∈ −12+iR, ont un Casimir−j(j+1) ≥ 14 .
Les états vérient m ∈ α + Z, ave 0 ≤ α < 1.
 Les représentations disrètes D±j , ave j ∈ R, ont un Casimir −j(j+1) ≤ 14 . Les
états sont engendrés à partir d'un état de plus bas ou plus haut poids, m = ±j.
Ainsi les valeurs prises par m sont m ∈ ±(j + N).
Considérons maintenant Fon(SL(2,R)) omme une représentation de SL(2,R) pour
l'ation à droite ou à gauhe. Dans les deux as, le Casimir quadratique s'identie
ave le Laplaien de la métrique de SL(2,R) qui sert à érire l'ation du modèle de
Wess-Zumino-Witten (2.1) (nous érirons expliitement ette métrique plus loin (2.56)).
Comme la masse d'un hamp est la valeur propre de e même Laplaien, on peut inter-
préter la borne de Breitenlohner-Freedman en termes du Casimir. Cette borne exlut
les représentations ontinues, 'est-à-dire les états asymptotiques qui vivent à l'inni
spatial d'AdS3 et peuvent se diuser à l'intérieur. Les états disrets, eux, apparais-
sent omme des ples dans es amplitudes de diusion, et sont loalisés à l'intérieur
d'AdS3 . On voit don que la borne de Breitenlohner-Freedman est le véritable ritère
physique qui permet de distinguer les états liés des états asymptotiques, e que fait
habituellement la positivité de la masse dans un espae asymptotiquement plat.
Considérons maintenant la théorie des ordes fermées dans SL(2,R) , en suivant
[MO01℄. L'essentiel de e que nous avons dit dans la partie 2.1.1 s'applique. Le niveau k
n'est pas quantié ar π3(SL(2,R) est trivial. La propriété essentielle de la fatorisation
des solutions de ordes, eq. (2.5), est toujours valable. Le modèle possède la symétrie
(2.2). Si l'on veut aller au-delà de la limite semi-lassique et onstruire le spetre
des ordes fermées, il est naturel de onsidérer les représentations de plus haut poids
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Fig. 2.1  Cordes fermées ourtes et longues dans AdS3
de l'algèbre de Lie ane ŝl(2,R) orrespondant aux représentations de sl(2,R) qui
apparaissent dans Fon(SL(2,R)). En eet, 'est ainsi que l'on onstruit le spetre du
modèle de Wess-Zumino-Witten assoié à un groupe ompat (2.7). Dans le as de
SL(2,R) , les deux types de représentations de sl(2,R) permettent de onstruire des
représentations de plus haut poids de ŝl(2,R) toujours appelées ontinues et disrètes.
Les représentations ontinues orrespondent à des ordes fermées qui atteignent le bord
d'AdS3 , appelées ordes longues. Les représentations disrètes dérivent des ordes
loalisées près du entre, à distane nie, appelées ordes ourtes (voir la Figure 2.1.2).
La distintion entre es deux types d'états, séparés par la borne de Breitenlohner-
Freedman, est don identique à elle que nous avons dérite dans le as des états
d'une partiule pontuelle dérite par un hamp salaire. Elle orrespond toujours à
la diérene entre les états asymptotiques, qui ont assez d'énergie pour s'éhapper à
l'inni, et les états liés.
Cependant, de même que le ritère de masse positive n'était pas adapté à la physique
dans AdS3 , le ritère pour une représentation de ŝl(2,R) d'être de plus haut poids
se révèle être trop restritif, et ne permet pas de onstruire le spetre de la théorie
des ordes dans SL(2,R) (voir par exemple [Pet99℄). Cela est dû au fait que dans le
as de SL(2,R) , les symétries du modéle eq. (2.2) forment un groupe non onnexe,
qui n'est don pas engendré par sa seule algèbre de Lie ŝl(2,R) . Pour aéder aux
omposantes onnexes autres que elles de l'identité, on peut utiliser un sous-groupe
isomorphe à Z que l'on appelle le ot spetral [MO01℄. Si J est un générateur de g
de genre temps (TrJ2 < 0) et tel que exp(4πJ) = 1, on peut réaliser le ot spetral
omme les transformations :
g(x+, x−) → ewx+J g(x+, x−) ewx−J , w ∈ Z. (2.8)
Le ot spetral agit sur l'algèbre de Lie ane gˆ omme un groupe d'automorphismes
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extérieurs. Étant donnée une représentation Rˆ de gˆ , il faut don pour réaliser la
symétrie du modèle inlure dans le spetre ses images par le ot spetral Rˆw, w ∈ Z.
La onjeture qui en résulte pour le spetre des ordes fermées dans SL(2,R) est
Spec(SL(2,R)) ≃
⊕
R∈Repk(SL(2,R)) , w∈Z
Rˆw ⊗ Rˆ†w, (2.9)
où Repk(SL(2,R)) omporte toutes les représentations ontinues, et les représentations
disrètes vériant la borne d'unitarité renforée,
−k − 1
2
< j < −1
2
. (2.10)
Entre autres vériations, le spetre (2.9) est ompatible ave l'invariane modulaire et
des aluls de fontion de partition thermique dans l'AdS3 Eulidien [MO01, MOS01,
MO02℄.
2.2 D-branes symétriques dans les groupes ompats
La théorie des ordes dans le groupe G s'exprime, omme nous l'avons vu, en termes
des ourants droit et gauhe J et J¯ . Du point de vue des ordes ouvertes, une D-brane
est dénie par les onditions aux bords de la orde à ses bouts σ = 0, π. Nous allons
dans ette setion onsidérer les onditions au bord suivantes :
J = J¯ . (2.11)
Il s'agit de onditions de ollage du type de elles que nous avons onsidérées au
hapitre préédent (1.31), qui sont dénies par une appliation linéaire reliant les
seteurs gauhe et droit. L'intérêt des onditions au bord (2.11) a été souligné par
Alekseev et Shomerus [AS99℄. Les D-branes orrespondantes s'appellent les D-branes
symétriques, en eet es onditions au bord entre les seteurs droit et gauhe préser-
vent la sous-algèbre diagonale gˆ de l'algébre des ourants gˆ × gˆ. Nous onsidèrerons
aussi une généralisation [FFFS00℄ de es onditions au bord, onstruite à l'aide d'un
automorphisme extérieur quelonque ω de l'algèbre de Lie g :
J = ω(J¯). (2.12)
On pourrait aussi onsidérer un automorphisme intérieur ω, mais la D-brane qui en
résulterait serait simplement l'image par rotation d'une D-brane symétrique, omme
on pourra le vérier à l'aide de (2.14).
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Les D-branes ainsi dénies dans les groupes ompats ont la propriété d'être en-
tièrement déterminées par leurs onditions de ollage. Autrement dit, elles obéissent à
la théorie de Cardy. Nous expliquerons ette onstrution dans la setion (3.1).
Cela permet d'espérer que leurs propriétés soient en grande partie aessibles par
des méthodes géométriques utilisant omme seule dénition de la brane sa ondition
de ollage. Nous verrons que es méthodes donnent des résultats exats, alors que leur
domaine de validité ne s'étend a priori qu'à la limite semi-lassique k →∞.
2.2.1 D-branes et lasses de onjugaison
D'abord, nous allons utiliser les onditions de ollage (2.11,2.12) pour déterminer
la géométrie des D-branes orrespondantes. Dans la limite semi-lassique, une D-brane
peut être vue omme une sous-variété de G. Comme la surfae d'univers de la orde
aboutit sur la D-brane, les veteurs ∂τg(σ = 0, π) doivent être tangents à la D-branes.
La ondition J = ω(J¯) se réérit, en utilisant la dénition des ourants (2.3), ‡2
(1− ω ◦ Adg)g−1∂σg = (1 + ω ◦ Adg)g−1∂τg. (2.13)
Cela implique que le veteur g−1∂τg appartienne à l'image de (1 − ω ◦ Adg). Dans le
as J = J¯ ('est-à-dire ω = Id), ela revient à dire que ∂τg doit être tangent à la
lasse de onjugaison qui passe par le point g. Dans le as plus général où ω est non
trivial, nous appellerons lasse de ω-onjugaison la variété qui généralise la notion de
lasse de onjugaison, et dont l'espae tangent est l'image de (1 − ω ◦ Adg). La lasse
de ω-onjugaison d'un point g ∈ G est :
Cω(g) = {hgω(h)−1, h ∈ G}. (2.14)
Comme la ω-onjugaison est une ation de G sur lui-même, les lasses de ω-onjugaison
forment une partition de G en sous-variétés de dimensions variables, tout omme les
lasses de onjugaison. Cependant, la lasse de onjugaison pontuelle de l'identité n'a
pas d'équivalent pour la ω-onjugaison.
Dérivons maintenant la géométrie des lasses de onjugaison d'un groupe de Lie
ompat onnexe semi-simple G. Soit T un tore maximal, T ≃ U(1)r où r est le rang
du groupe G. Rappelons que le normalisateur N(T ) du tore T est le sous-groupe des
éléments de G qui, par onjugaison, laissent T globalement invariant,
N(T ) = {g ∈ G, gTg−1 = T}. (2.15)
‡2
Nous notons Adg l'ation adjointe d'un élément g de G sur l'algèbre de Lie, Adg(v) = gvg.
42 Groupes, D-branes et ation de Born-Infeld
Le entralisateur C(T ) du tore T est l'ensemble des éléments de G qui ommutent ave
tout élément de T , et dans le as d'un groupe ompat semi-simple 'est T lui-même :
C(T ) = {g ∈ G, ∀t ∈ T gtg−1 = t} = T. (2.16)
Naturellement, C(T ) est un sous-groupe de N(T ). Mais il s'agit de plus d'un sous-
groupe distingué d'ordre ni, et le groupe quotient est le groupe de Weyl W , qui ne
dépend pas du hoix du tore T puisque tous les tores maximaux sont onjugués :
W =W (T ) = N(T )/C(T ) = N(T )/T. (2.17)
Le groupe W agit naturellement sur T , et l'ensemble quotient T/W paramétrise les
lasses de onjugaison de G. Plus préisément, l'appliation
q : G/T × T → G
q(hT, t) := hth−1
(2.18)
est une surjetion. Considérons maintenant l'ensemble Gr des éléments réguliers de
G, 'est-à-dire eux qui n'appartiennent qu'à un seul tore maximal. Cet ensemble Gr
est dense dans G. Soit Tr = Gr ∩ T l'ensemble des éléments réguliers de T , alors
l'ensemble des lasses de onjugaison régulières (inluses dans Gr) est paramétré par
Tr/W au moyen de l'appliation q i-dessus. Toute lasse de onjugaison régulière est
diéomorphe à G/T en tant que G-module, et renontre Tr en |W | points qui forment
une orbite du groupe de Weyl W . Nous nous restreindrons aux lasses de onjugaison
régulières dans la suite.
Après avoir rappelé es faits standard sur les lasses de onjugaison, intéressons-
nous aux lasses de ω-onjugaison, qui dérivent elles aussi la géométrie de D-branes
du groupe G. Ces faits, un peu moins standard, sont exposés dans [FFFS00℄. Il existe
toujours au moins un tore maximal T globalement invariant par ω, les lasses de ω-
onjugaison sont essentiellement paramétrées par l'ensemble T ω des points xes de
l'ation de ω sur T . Plus préisément, il faut tenir ompte de l'ation du groupe de Weyl
W (en fait, de ses éléments qui ommutent ave l'ation de ω), et en plus se restreindre
à la omposante onnexe de l'identité T ω0 de T
ω
. On généralise également la notion de
lasse de onjugaison régulière, et toutes les lasses de ω-onjugaison régulières sont
diéomorphes à G/T ω0 et ont don la même dimension. Notons que ette dimension
est néessairement supérieure à elle des lasses de onjugaison régulières, ar T ω est
toujours plus petit que T , si ω est un automorphisme extérieur omme nous l'avons
supposé.
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D
M
Σ
δΣ
Br
Fig. 2.2  Une orde ouverte Σ aboutissant sur une D-brane Br
Enn, nous aurons besoin de onnaître les espaes tangents aux lasses de ω-
onjugaison. La propriété essentielle que nous utiliserons est qu'une lasse de ω-onjugaison
régulière est orthogonale en haun de ses points au tore maximal invariant T ω0 qui y
passe. Ramenée à l'algèbre de Lie par translation, ette propriété s'érit au moyen de
l'opérateur linéaire ω ◦ Adg,
g ≃ Ker(1− ω ◦Adg)
⊥⊕ Im(1− ω ◦ Adg). (2.19)
En eet, les espaes gKer(1− ω ◦ Adg) et g Im(1− ω ◦ Adg) sont respetivement les
espaes tangents au tore T ω0 passant par g et à la lasse de ω-onjugaison passant par
g. Pour s'en aperevoir, on peut utiliser l'appliation tangente de q(·, t) = qt, où l'on
utilise la même notation q qu'en (2.18) pour désigner
q : G/T ω0 × T ω0 → G
q(hT, t) := htω(h)−1
. (2.20)
On a en eet dqt(dhh
−1) = (1− ω ◦ Adg)dhh−1 = g−1dg si g = htω(h)−1.
Nous avons don dérit la géométrie de nos D-branes : elles sont diéomorphes à
G/T et G/T ω0 respetivement. Cependant une D-brane n'est pas une simple sous-variété
de G, mais est munie d'un hamp de jauge F . Et la topologie non-triviale de G/T et
de G/T ω0 a des onséquenes en termes de quantiation de la position des D-branes,
de même que la topologie non-triviale de G onduit à la quantiation du niveau k.
C'est e que nous allons maintenant disuter.
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2.2.2 Topologie des D-branes et quantiation
Dans l'ation d'une orde ouverte de surfae d'univers Σ, supposée aboutir sur une
D-brane Br ('est-à-dire ∂Σ ⊂ Br), onsidérons les termes topologiques, ‡3
Stopo(Σ, A) = −
∫
Σ
B +
∫
∂Σ
A. (2.21)
Ces termes doivent pouvoir se réérire en fontion des seules quantités invariantes de
jauge H et ω = Bˆ+ dA = Bˆ+F . Nous avons déjà dû introduire dans le as des ordes
fermées la variétéM dont le bord était la surfae d'univers Σ. Pour une orde ouverte,
Σ est ouverte et ne saurait don être un bord ; ependant on peut "fermer"Σ au moyen
d'une sous-variété D de dimension deux de la D-brane Br, telle que ∂(Σ∪D) = ∅ (voir
la Figure 2.2.2). Alors il existe une variétéM de dimension trois telle que ∂M = Σ∪D,
et on a
Stopo(Σ, A) = −
∫
Σ∪D
B +
∫
D
B −
∫
∂D
A
=
∫
M
H +
∫
D
ω. (2.22)
Cette dernière expression est la véritable dénition physique des termes topologiques de
l'ation des ordes ouvertes, et la formulation originale Stopo n'a en fait qu'une valeur
heuristique. Naturellement, nous devons maintenant nous ouper des ambiguïtés dans
le hoix de M et D. Une fois D xé, le hoix de M est paramétré par π3(G) omme
dans le as des ordes fermées, et n'inue pas sur exp iStopo pourvu que le niveau k
soit quantié. Le hoix de D, lui, est paramétré par π2(Br). Or, dans le as où Br est
une lasse de onjugaison d'un groupe ompat onnexe de rang r, on a
π2(Br) ≃ π2(G/T ) ≃ Zr. (2.23)
Don, la D-brane doit respeter r onditions de quantiation, qui vont restreindre ses
positions autorisées à une partie disrète de Tr/W . Pour savoir laquelle, il sut en
prinipe de onnaître le hamp ω sur la D-brane, mais il est beauoup plus ommode
de travailler ave le hamp F . En eet, le hoix de D aete les deux termes de l'ation
eq. (2.22), alors qu'il n'aete que le terme
‡4 ∫
∂Σ
A = − ∫
D
F de l'ation eq. (2.21).
Cependant, dans notre alul de Stopo en fontion des quantités invariantes de jauge,
‡3
Ii omme dans la suite du hapitre, nous omettons le fateur 2πα′ qui aompagne habituellement
les hamps A et F = dA.
‡4
Le hamp A n'est pas toujours bien déni, F pouvant se ontenter d'être fermée.
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nous avons impliitement supposé que le hamp B est régulier dans M. En général, la
forme H est fermée mais pas nééssairement exate, et on doit tenir ompte de termes
du type ∫
M
H = −
∫
Σ∪D
B +
∫
M∩S(B)
B , (2.24)
où S(B) désigne une surfae bidimensionnelle entourant les singularités de B. À l'am-
biguité
∫
S2
F de l'ation (liée à un générateur S2 de π2(Br)), il faut don ajouter
l'ambiguité éventuelle sur le terme
∫
M∩S(B)B, qui vaut l'intégrale de B sur la portion
de S(B) intereptée par S2.
Nous allons illustrer es onditions de quantiation dans l'exemple anonique des
D-branes symétriques du groupe SU(2) , en onsidérant plusieurs hoix de jauge pour le
hamp B. On peut d'abord utiliser les oordonnées ylindriques, omme dans [BDS00℄,
ds2 = dΨ2 + sin2Ψ(dΘ2 + sin2Θdϕ2) (2.25)
B = (B0 +Ψ− 12 sin 2Ψ) sinΘdΘ ∧ dϕ (2.26)
Nous avons ependant ajouté une onstante B0, la valeur du hamp B au ple Ψ = 0.
Ces oordonnées sont adaptées au traitement des lasses de onjugaison d'équations
Ψ = Ψ0, ave un hamp
F = −(Ψ0 +B0) sinΘdΘ ∧ dϕ. (2.27)
Ces D-branes en forme de lasses de onjugaison sont des sphères S2, et donnent don
lieu à une quantiation de l'intégrale de F sur leur volume d'univers, 'est-à-dire de
(Ψ0 + B0). Cependant les positions autorisées par ette quantiation ne doivent pas
dépendre de B0, et 'est le as si l'on prend en ompte la singularité du hamp B
au ple Ψ = 0, qui doit être expliitement soustraite omme nous l'avons expliqué. Il
s'agit plus préisément de l'intégrale de B sur une deux-sphère innitésimale Ψ = ǫ,
qui tend vers B0 quand ǫ → 0. Ainsi, quel que soit la jauge B0 hoisie, on obtient la
quantiation
Ψ0 =
πn
k
, n ∈ Z. (2.28)
46 Groupes, D-branes et ation de Born-Infeld
0
α
α=pi/2
pi−2αmin
S 2
β
Fig. 2.3  Une D-brane S2 dans SU(2) , en projetion sur le plan (α, β)
Traitons le même exemple en oordonnées d'Euler,
‡5
ds2 = dα2 + sin2 αdβ2 + cos2 αdϕ2 (2.29)
B = (cos2 α−B0)dϕ ∧ dβ. (2.30)
Dans es oordonnées, et ave es hoix de jauge, le hamp B n'est pas singulier seule-
ment en un point mais généralement en deux grands erles disjoints α = 0, π
2
. On
onsidère les mêmes D-branes qu'auparavant, d'équations
sinα cos β = sinαmin = cosΨ0 , β˙ =
∂β
∂α
=
sinαmin cosα
sinα
√
sin2 α− sin2 αmin
. (2.31)
Dans la jauge B0 = 0, es D-branes n'intersetent jamais le erle α = 0 des
singularités du hamp B. La ondition de quantiation peut s'exprimer en termes du
seul hamp F , qui vaut alors
B0 = 0 : F = −β˙dϕ ∧ dβ. (2.32)
On vérie que la quantiation de
∫
S2
F , où S2 est notre D-brane sphérique, équivaut
à l'équation (2.28). Dans la jauge B0 = 1, en revanhe, haque D-brane interepte un
‡5
Le hangement de variables entre les deux systèmes de oordonnées est
cosΨ = sinα cosβ
sinΨ sinΘ = cosα,
ependant nos hoix de jauge respetifs pour le hamp B ne sont pas reliés par es transformations.
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angle π− 2αmin du erle α = π2 des singularités de B (voir la Figure 2.2.2). On trouve
par ailleurs que le hamp F est nul,
B0 = −1 : F = 0. (2.33)
Don la quantiation de la position de la D-brane doit provenir exlusivement de la
ontribution des termes du type (2.24). L'intégrale de B autour de la totalité du erle
singulier vaut naturellement k (puisque
∫
SU(2)
H = k), don l'intégrale de B sur une
surfae à deux dimensions autour de la portion de e erle intereptée par la D-brane
vaut
k × π − 2αmin
2π
=
kΨ0
π
∈ Z. (2.34)
Ainsi nous avons vérié la onordane des onditions de quantiation de la position
des D-branes symétriques dans SU(2) , obtenues dans diérents systèmes de oordon-
nées et pour diérents hoix de jauge du hamp B.
Revenons maintenant à nos D-branes dans le groupe ompat G. Nous voulons
généraliser l'expression expliite eq. (2.27) du hamp F , mais nous ne voulons pas
hoisir un système de oordonnées préis sur un groupe ompat quelonque. Nous
devons don omprendre la struture algébrique du hamp F . Il s'agit d'une deux-
forme sur l'espae tangent à une lasse de ω-onjugaison, qui est diéomorphe à G/T ω0 .
Dans un groupe de Lie, l'espae tangent en un point g est isomorphe à l'algèbre de Lie
par translation à gauhe par g−1. Nous avons déjà utilisé ette propriété pour dénir
les hamps de fond des ordes fermées, 'est-à-dire la métrique et le hamp H , eq. (2.1).
Nous pouvons aussi érire la deux-forme ω = Bˆ + F sur une lasse de ω-onjugaison,
qui généralise la deux-forme d'Alekseev-Shomerus (dénie dans [AS99℄ sur les lasses
de onjugaison) [Sta00, BRS01℄,
ωg(u, v) =
〈
g−1u,
1 + ω ◦ Adg
1− ω ◦Adg g
−1v
〉
. (2.35)
Justions ette formule. D'abord, elle a un sens si u, v appartiennent à l'espae tangent
g Im(1− ω ◦ Adg) à la lasse de ω-onjugaison qui passe par g. Cela permet de trouver
un antéédent de g−1v par (1− ω ◦Adg), e qui explique que et opérateur apparaisse
au dénominateur, et ela nous assure que ω ne dépend pas du hoix de et antéédent
(ar deux hoix dièrent par un élément de Ker(1− ω ◦ Adg), qui est orthogonal à
Im(1− ω ◦ Adg) don à g−1u). Ensuite, elle provient naturellement des onditions de
ollage (2.12). Enn, on vérie que dω = Hˆ. Attention ! ette identité n'est valable
48 Groupes, D-branes et ation de Born-Infeld
qu'en e qui onerne les formes diérentielles vivant sur la D-brane. Certes, il est
tentant de prolonger ω en une deux-forme sur Gr, en dénissant son ation sur des
veteurs orthogonaux à notre D-brane omme triviale. Cependant, la deux-forme ainsi
obtenue n'a pas pour diérentielle H . Nous allons justement onstruire une nouvelle
deux-forme F fermée sur la D-brane, telle que d(ω − F ) = H si l'on prolonge ω et
F omme je viens de le dérire. Cela nous fournira simultanément un hoix de jauge
(ω − F ) pour le hamp B, et le hamp de jauge F sur la D-brane qui nous permettra
d'évaluer les onditions de quantiation.
La onstrution de F s'inspire de la méthode des orbites de Kirillov [Kir99℄. Il
s'agit des orbites de l'ation oadjointe de G sur le dual de son algèbre de Lie g . Elles
sont munies d'une struture sympletique naturelle, et notre deux-forme F est une
généralisation de la forme sympletique orrespondante. Expliitement, étant donnée
une lasse de ω-onjugaison Br paramétrée par un élément t de T ω0 , on dénit la deux-
forme Ft sur Br par [BRS01℄
Ft(u, v) = 2
〈
exp−1 t, [h−1u, h−1v]
〉
. (2.36)
Il faut d'abord remarquer que ette formule est érite à l'aide de veteurs u, v tangents
à G/T ω0 , 'est-à-dire d'antéédents par dqt de veteurs tangents à Br. Autrement dit,
une autre notation pour la forme F est
Fg = 2
〈
exp−1 g,
[
1
1− ω ◦ Adg g
−1dg,
1
1− ω ◦ Adg g
−1dg
]〉
, (2.37)
ave g = htω(h)−1. On vérie que Ft ne dépend pas du hoix des antéédents en ques-
tion. Une autre ambiguité provient du "logarithme"exp−1 utilisé. Diérentes dénitions
du logarithme orrespondent bien à diérentes valeurs de la forme F , mais la ondition
de quantiation que nous allons en déduire ne sera pas aetée. Autrement dit, e
hoix orrespond à un hoix de jauge du hamp B = ω − F qui ne modie pas la
quantiation (de tels hoix de jauge sont reliés par les grandes transformations de
jauge). Pour généraliser la forme F de SU(2) , et par simpliité, nous pouvons lever
ette ambiguite en supposant exp−1(e) = 0, où e est l'unité du groupe G.
Non seulement notre deux-forme Ft sur Br est fermée, mais le hamp B orrespon-
dant B = ω − F , déni en supposant B(g Ker(1− ω ◦Adg), ∗) = 0, vérie dB = H
sur Gr [BRS01℄. Nous avons don expliitement onstruit le hamp B et la forme F ,
et on peut montrer qu'ave une telle valeur de F les lasses de ω-onjugaison sont des
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solutions des équations du mouvement de l'ation de Born-Infeld. Nous pouvons main-
tenant imposer la ondition de quantiation pour en déduire les positions possibles
des D-branes. Pour ela, il faut onstruire expliitement des générateurs de π2(Br).
Traitons d'abord le as des lasses de onjugaison. À haque raine simple α nous
assoions naturellement un sous-goupe de G isomorphe à SU(2) ou SO(3), déni par
exp(Vect(Hα, E±α)) (où Hα = αiHi, E±α sont des éléments de g tels que [Hi, Eα] =
αiEα, [Eα, E−α] = Hα). L'intersetion de e sous-groupe ave la D-brane Br est une
sphère S2α, et on a
∫
S2α
Ft = α(exp
−1 t). Appliqué à toutes les raines simples α, et
argument donne le réseau des positions physiques t des D-branes,
exp−1 t ∈ L = 2π
k
Lw. (2.38)
Ii Lw est le réseau des poids de l'algèbre de Lie g supposée simple, et on a utilisé la
forme de Killing pour identier exp−1 t ave un élément de e réseau. Don l'ensemble
des D-branes est paramétré par l'ensemble ni L/Wˆ , où Wˆ = W ⋉ Ker(exp) est le
groupe de Weyl étendu.
Si maintenant nous onsidérons un automorphisme ω non trivial, nous devons nous
restreindre aux sous-groupes SU(2) dont le générateur de Cartan est invariant par ω.
On aboutit à la ondition de quantiation
exp−1 t ∈ M = 2π
k
Mwω , (2.39)
où Mwω est le réseau des poids frationnaires symétriques [FFFS00℄. L'ensemble des
D-branes est toujours paramétré par un emsemble niM/(W ω⋉Ker(exp)), où W ω est
le sous-groupe de W des éléments qui ommutent ave ω.
2.2.3 Propriétés physiques et stabilisation par le ux
Nous onnaissons maintenant les solutions de l'ation de Born-Infeld orrespondant
aux D-branes en forme de lasses de ω-onjugaison dans tout groupe ompat G. Nous
savons que la quantiation du ux du hamp F à travers les deux-yles des D-branes
réduit et ensemble de solutions à un nombre ni de solutions physiques.
Il reste à montrer que nos solutions sont stables. Dans le adre de la dynamique
dénie par l'ation de Born-Infeld, la stabilité d'une solution équivaut à la positivité des
masses arrées dans le spetre des utuations quadratiques autour de ette solution.
Un autre intérêt de e spetre est son interprétation omme la limite semi-lassique du
spetre des ordes ouvertes attahées à la D-brane en question. Cette interprétation
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déoule de la dénition des D-branes omme surfaes où aboutissent les ordes ouvertes,
et dont les ordes ouvertes dénissent la dynamique.
Par ommodité d'ériture, nous introduisons un système de oordonnées xi quel-
onque sur G/T ω0 . Pour haque élément x
i
de G/T ω0 soit h(x
i) un de ses représentants
dans G (on identie xi ave h(xi)T ω0 ). Soient ψ
α
des oordonnées sur T ω0 . Soit ei la pro-
jetion orthogonale de ∂ihh
−1
sur Im(1− ω ◦ Adg), ave g = htω(h)−1. Le veteur ei
ne dépend pas de t ar Im(1− ω ◦ Adg) = (LieT ω0 )⊥ n'en dépend pas, puisque g ∈ Gr.
Nous utiliserons aussi uα = g
−1∂αg, ainsi (uα, ei) forme une base de g adaptée à la
déomposition eq. (2.19). Si A est un opérateur linéaire sur Im(1− ω ◦Adg), nous pou-
vons dénir sa trae TrA = 〈ei, A(ei)〉 et sa matrie Aij = 〈ei, A(ej)〉. Réiproquement,
nous interpréterons les tenseurs à deux indies omme éléments de matrie d'opérateurs
sur Im(1− ω ◦ Adg) dans la base ei.
Nous pouvons réérire les hamps physiques dans ette base, ainsi Fij = 〈exp−1 t, [ei, ej]〉
et ωij = 〈(1− ω ◦ Adg)ei, (1 + ω ◦ Adg)ej〉. Dénissons maintenant le tenseur
γij(x) = 〈ei(x), ej(x)〉 . (2.40)
Il s'agit de la métrique de orde ouverte sur la D-brane. La dérivée ovariante et le
Laplaien assoiés sont
∇i = 1√
det γ
∂j
√
det γγij (2.41)
✷ = ∇i∂i . (2.42)
Ce Laplaien est identique à l'opérateur de Casimir de l'ation innitésimale (par mul-
tipliation à gauhe) de G sur G/T ω0 .
Si l'on imagine que les oordonnées ψα dépendent de xi, alors les fontions ψα(xi)
dérivent un plongement quelonque de G/T ω0 dans G. Nos D-branes orrespondent au
plongement ψα = constante, et leurs utuations géométriques à une utuation δψα.
Il faut aussi prendre en ompte les utuations δF = dδA du hamp de jauge. On
trouve que les utuations au seond ordre de l'ation de Born-Infeld sont :
‡6
δ(2)SBI(t) =
∫
G/Tω
0
dxi
√
det (gˆ + ω)×
×
[
1
8
γij∂iδψ
α∂jδψ
βδαβ − 1
8
Tr
(
aduαaduβ
)
δψαδψβ (2.43)
− 1
4
Tr
(
δF
2
1− ω ◦Adg δF
2
1− ω ◦ Adg
)
− 1
8
Tr (δFaduα) δψ
α +
1
8
Tr2
(
2
1− ω ◦ Adg δF
)]
.
‡6
Ii nous érivons expliitement les aluls pour une lasse de ω-onjugaison, as qui n'avait été
qu'évoqué dans [BRS01℄.
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On en déduit les équations du mouvement des utuations :
δψα : δαβ✷δψ
α + Tr
(
aduαaduβ
)
δψα +
1
2
Tr
(
δFaduβ
)
= 0 , (2.44)
δAj : −4(aduα)ij∂jδψα +
1
2
〈
ei, [ek, el]
〉
δFkl +∇kδFk i = 0 . (2.45)
Les utuations physiques doivent de plus obéir à un hoix de jauge pour le hamp δA,
que nous hoisissons G-invariante :
∇(δA) = 0 . (2.46)
Remarquons que la ondition de jauge et les équations du mouvement sont indépen-
dants de la position t de la D-brane. Nos équations deviennent plus simples si l'on
introduit une fontion f : G/T ω0 → g pour eetuer le hangement de variable :
δAi = 2 〈ei, f〉 , δψα = 〈uα, f〉 . (2.47)
Alors la ondition de jauge (2.46) devient〈
ei, ∂
if
〉
= 0, (2.48)
et les équations (2.44,2.45) deviennent
〈uβ,✷f〉 = 0 , 〈ei,✷f〉 = 0, (2.49)
autrement dit
✷f = 0 . (2.50)
Il s'agit maintenant de résoudre les équations (2.50) et (2.48). En fait, ela n'a à
proprement parler d'intérêt que si l'on ajoute au système une diretion temporelle pour
lui permettre d'osiller. On onsidère don la D-brane Br × R dans l'espae G × R.
L'équation (2.50) est remplaée par l'équation aux valeurs propres de l'opérateur ✷.
Ainsi le spetre des ordes ouvertes oïnide dans la limite semi-lassique ave le spetre
du Laplaien de la métrique de orde ouverte, agissant sur l'espae Fon(G/T ω0 ) des
fontions sur la D-brane. Or, il a déjà été onstaté dans [FFFS00℄ que e spetre est
bien la limite pour k grand du spetre de la même D-brane obtenu par des méthodes de
théorie onforme au bord. Cette limite est indépendante de la position de la D-brane
en question.
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La struture algébrique du spetre mène aussi à un aord ave la théorie onforme.
Le fait que les utuations soient paramétrées par un élément f de g assurent qu'elles
orrespondent aux états de niveau un d'une représentation de l'algèbre de Lie ane gˆ
. Ainsi, l'ensemble des états de masse nulle forme une représentation adjointe de g ;
es états s'interprètent omme les modes de rotation de la D-brane dans le groupe G.
La ondition de jauge (2.48), elle, s'interprète omme une ondition de Virasoro.
Nous pouvons aussi aluler l'énergie de Born-Infeld d'une lasse de ω-onjugaison
de position exp−1 t = 2πλ/k. Si det′ désigne le déterminant d'un opérateur sur Im(1−
Adt), nous trouvons
Eλ = SBI(qt, Ft) ∝
∫
G/T
√
det γij
√
det ′(1− ω ◦ Adt) (2.51)
Dans le as des lasses de onjugaison (ω = id), ette formule peut se mettre sous une
forme partiulièrement simple, où le produit porte sur les raines positives de l'algèbre
de Lie g ,
Eλ ∝
∏
α>0
sin
(π
k
(λ, α)
)
. (2.52)
Ces résultats sont en aord ave l'analyse de la théorie onforme au bord. Cette analyse
sera présentée dans la setion 3.1.2. On pourra alors vérier qu'en e qui onerne la
position des D-branes, leur énergie et leur spetre des utuations quadratiques, nos
résultats oïnident ave les quantités exates dans la limite semi-lassique de grand
k, omme on devait s'y attendre. Mais il se trouve de plus que es résultats obtenus
ave l'ation de Born-Infeld sont sont exats à quelques détails près. En eet, il sut
de remplaer k par k + g∨ (où g∨ est le nombre de Coxeter dual de l'algèbre de Lie
g ), de déplaer tous les poids λ par un veteur onstant et d'imposer au spetre des
utuations la borne d'unitarité des représentations de l'algèbre de Lie ane gˆ , pour
obtenir les résultats de théorie onforme. La renormalisation du niveau k → k + g∨
étant un eet bien onnu de théorie des ordes fermées, on peut dire que l'ation de
Born-Infeld donne dans le as des lasses de ω-onjugaison dans les groupes ompats‡7
des résultats exats.
Or, l'ation de Born-Infeld n'est pas elle-même exate, mais reçoit toute une série de
orretions dérivatives qui forment un développement en puissane de α′. C'est aussi le
as de la supergravité, dont les variétés de groupes sont ependant des solutions exates
‡7
Nous avons souvent fait des hypothèses tehniques de simpliité ou semi-simpliité du groupe G,
mais il est faile d'étendre nos résultats à tous les groupes ompats.
2.3 Quelques généralisations 53
(moyennant la renormalisation du niveau). Nos résultats peuvent don s'interpréter
omme des ontraintes sur la struture de es orretions dérivatives à l'ation de
Born-Infeld.
Un autre intérêt de es résultats est qu'ils illustrent la puissane des ations ef-
fetives en théorie des ordes, et montrent qu'elles peuvent donner des informations
au-delà de leur domaine de validité supposé. Ainsi nous avons obtenu des résultats
exats à partir de aluls semi-lassiques sans sommer une série innie de termes, mais
en appliquant quelques règles simples.
L'exemple des D-branes dans SU(2) est traité expliitement dans [BDS00℄, mais e
groupe n'a pas d'automorphisme extérieur, don seules les lasses de onjugaison sont
prises en ompte. En revanhe, SU(3) possède des lasses de ω-onjugaison, et exemple
est traité dans [BRS01, Sta01℄. En partiulier, le groupe SU(3) est de dimension huit,
les lasses de onjugaison régulières de dimension six et les lasses de ω-onjugaison
régulières de dimension sept.
2.3 Quelques généralisations
2.3.1 Groupes non ompats, le as de SL(2,R)
Dans notre présentation des D-branes dans les groupes ompats, nous avons utilisé
des arguments globaux pour déterminer les onditions de quantiation portant sur le
hamp F , et don sur la position, des D-branes. Ces arguments dépendent des propriétés
struturelles préises des groupes ompats, et doivent don être modiés si l'on veut
étudier les D-branes symétriques dans des groupes non ompats. En revanhe, les
aluls loaux, qui permettent d'érire les solutions orrespondantes de l'ation de
Born-Infeld, et de déterminer le spetre des utuations quadratiques, restent valables
dans un ontexte beauoup plus général.
Nous n'avons pas déterminé les hypothèses exates permettant la généralisation la
plus large possible de es résultats. En eet, l'intérêt physique d'une telle étude semble
à l'heure atuelle plutt limité. Nous allons ependant évoquer ertaines propriétés des
groupes non ompats qui seraient pertinentes pour l'étude des D-branes symétriques,
avant de traiter l'exemple physiquement bien motivé des D-branes dans SL(2,R) .
Nous nous restreindrons aux groupes semi-simples. Certes, on a bien étudié les D-
branes dans des groupes non semi-simples omme elui de Nappi-Witten [FOS00℄, mais
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es résultats sont trèa préliminaires, et herher à bien omprendre les D-branes dans
les groupes semi-simples est déjà un programme ambitieux, omme en témoignent les
diultés que nous renontrerons. L'hypothèse de semi-simpliité est très pratique sur
le plan tehnique ar de nombreux résultats sont onnus. Notamment, dans une algèbre
de Lie semi-simple omplexe deux sous-algèbres de Cartan sont toujours onjuguées,
et dans une algèbre de Lie semi-simple réelle il existe un nombre ni de lasses de
onjugaison de sous-algèbres de Cartan. Nous verrons que e nombre vaut deux dans
le as de sl(2,R) , et que les deux types de tores maximaux orrespondant permettent
de lassier les lasses de onjugaison. Dans des as plus généraux, ertaines subtilités
proviennent du fait que le sous-groupe de Cartan (déni omme le entralisateur d'une
sous-algèbre de Cartan) n'est pas toujours abélien. Si l'on veut généraliser nos aluls
loaux, ette propriété du sous-groupe de Cartan est ependant néessaire. On peut
s'assurer qu'elle est vériée en se restreignant à une partie dense du groupe G, mais il
n'est pas lair qu'une telle restrition ait un sens physique.
Mais revenons au as prototypique de SL(2,R) , où de telles subtilités n'intervien-
nent pas. Nous exposerons l'intérêt physique des D-branes symétriques dans SL(2,R)
dans la prohaine sous-setion, après que nous les aurons dérites.
D'abord, donnons quelques préisions sur la géométrie du groupe SL(2,R) . Com-
mençons par dénir AdS3 omme l'hypersurfae de R
2,2
d'équation
−X20 −X21 +X22 +X23 = −L2. (2.53)
Cette équation est la ondition néessaire et susante pour qu'une matrie
g =
1
L
(
X0 +X3 X2 +X1
X2 −X1 X0 −X3
)
, (2.54)
appartienne au groupe SL(2,R) . Cependant, l'utilisation des oordonnées globales,{
X2 + iX3 = L sinh ρ e
iθ
X0 + iX1 = L cosh ρ e
it
, (2.55)
larie la diérene entre AdS3 (tel que t ∈ R) et SL(2,R) (tel que t est 2π-périodique).
Ainsi, l'appliation de AdS3 dans SL(2,R) qui à (X0, X1, X2, X3) vériant (2.53)
assoie la matrie g de l'équation (2.54) est un reouvrement d'ordre inni dénombrable.
Autrement dit, SL(2,R) a la topologie d'un tore tridimensionnel plein (π1(SL(2,R) ) =
Z), alors qu'AdS3 est un ylindre inni plein (π1(AdS3 ) = {1}). La métrique dans les
2.3 Quelques généralisations 55
x
id
t
θ
ρ
Fig. 2.4  Les oordonnées globales d'AdS3
T hyp T ell
dS2 H2 Cone
Fig. 2.5  Tores maximaux et lasses de onjugaison de SL(2,R)
oordonnées globales (voir la Figure 2.3.1) est :
ds2 = L2(− cosh2 ρ dt2 + dρ2 + sinh2 ρ dθ2) = −dX20 − dX21 + dX22 + dX23 . (2.56)
Nous avons déjà annoné que l'algèbre de Lie sl(2,R) avait deux lasses de onjugaison
de sous-algèbres de Cartan. La première lasse, elliptique, omprend la sous-algèbre
engendrée par
(
0 1
−1 0
)
, le tore maximal qui lui orrespond est
T ell =
{
g =
(
cos t sin t
− sin t cos t
)}
. (2.57)
L'équation de e tore en oordonnées globales est ρ = 0. Les lasses de onjugaison
des éléments du tore T ell lui sont orthogonales, ont la géométrie du plan hyperbolique
H2, sont de genre espae, et ont pour équations
Trg =
2X0
L
= 2 cosh ρ cos t = constante ≤ 2. (2.58)
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La deuxième lasse de onjugaison de sous-algèbres de Cartan, hyperbolique, omprend
les sous-algèbres engendrées par
(
0 1
1 0
)
et par
(
1 0
0 −1
)
, deux des tores maximaux
(onjugués) qui orrespondent sont
T hyp =
{
g =
(
cosh ρ sinh ρ
sinh ρ cosh ρ
)}
, T hyp
′
=
{
g =
(
eρ 0
0 e−ρ
)}
. (2.59)
Les équations de es tores en oordonnées globales sont respetivement t = θ = 0
et t = 0, θ = π
2
. Les lasses de onjugaison des éléments de es tores, qui leurs sont
orthogonales, ont la géométrie de l'espae de Sitter dS2, sont de genre temps, et ont
pour équations
Trg =
2X0
L
= 2 cosh ρ cos t = constante ≥ 2. (2.60)
Ainsi, on trouve des D-branes de genre temps orthogonales à des tores maximaux de
genre espae et vie-versa (voir la Figure 2.3.1). Il existe également des D-branes de
genre lumière, qui sont engendrées par (et orthogonales à) des tores maximaux de genre
lumière, que l'on obtient en exponentiant des sous-algèbres nilpotentes de sl(2,R) . Par
exemple, elle engendrée par
(
0 1
0 0
)
, orrespond au tore
T lum =
{
g =
(
1 2 sinh ρ
0 1
)
=
(
1 2 tan t
0 1
)}
. (2.61)
Les D-branes de genre lumière sont le ne de lumière de futur, elui du passé, et
l'identité de SL(2,R) . Ensemble, elles forment le ne de lumière de l'espae AdS3 ,
d'équation
Trg =
2X0
L
= 2 cosh ρ cos t = 2. (2.62)
Le groupe SL(2,R) dispose de plus d'un automorphisme extérieur ω, la onjugaison
par la matrie
Ω =
(
0 1
1 0
)
∈ GL(2,R). (2.63)
Contrairement à e qui peut se produire dans les groupes ompats, il existe un tore
maximal T hyp invariant point par point par et automorphisme extérieur. Don, les
lasses de ω-onjugaison ont la même dimension, deux, que les lasses de onjugaison
régulières. Leur géométrie est AdS2 et leurs équations sont
TrΩg =
2X2
L
= 2 sinh ρ cos θ = constante. (2.64)
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Fig. 2.6  Une lasse de ω-onjugaison de SL(2,R)
Ce sont don des D-branes statiques (voir la Figure 2.3.1). Cette propriété est une
des raisons pour laquelle l'étude de es D-branes est plus aisée que elle des autres :
on peut en eet eetuer le prolongement analytique t → it et obtenir des D-branes
statiques dans l'espae Eulidien H3. Certes, le prolongement analytique a aussi un
sens pour les lasses de onjugaison H2, mais omme elles ne sont pas statiques il est
beauoup moins lair que l'on puisse interpréter des résultats obtenus dans H3 pour
les dérire. En partiulier, leur ouplage aux états des ordes fermées vivant dans les
représentations disrètes n'a pas d'équivalent dans H3.
L'étude des D-branes AdS2 est non seulement la plus simple tehniquement, mais
elle est aussi motivée par des onsidérations physiques, en partiulier holographiques,
que nous allons maintenant évoquer.
2.3.2 Propriétés des D-branes AdS2 dans AdS3
Nous avons déjà montré omment AdS3 apparaît dans la limite prohe de l'hori-
zon de ongurations de branes, dans un ontexte qui se prête à la orrespondane
AdS/CFT. Il est intéressant de onstater que les D-branes AdS2 ont aussi une inter-
prétation dans ette onguration de branes [BP01, Ba℄, et de onsidérer les objets
duaux dans la théorie onforme au bord d'AdS3 [BdBDO02, Ba02℄.
Les objets de base sont des jontions d'objets solitoniques (D1-branes, D5-branes,
NS5-branes, ordes fondamentales) de la théorie des ordes de type IIB. À la ong-
uration de NS5-F1 qui rée la brane noire de la supergravité dont la limite prohe de
l'horizon est AdS3 × S3 ×R4, on peut ajouter un état lié de ordes-test D1 et F1 dont
on néglige l'inuene sur les hamps de la supergravité. Ces ordes-test s'interprètent
dans la limite prohe de l'horizon omme une D-brane AdS2×S2 dans AdS3×S3. Plus
préisément, si l'on a p D1-branes, on peut montrer que l'on obtient une D-brane S2
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dans S3 de nombre quantique p, et une D-brane AdS2 droite (constante = 0).
Si maintenant on ajoute q ordes fondamentales F1, on hange le paramètre de la
D-brane AdS2 de manière quantiée. Comme π2(AdS2 ) est trivial, ette quantiation
n'a pas la même interprétation que elle de la position des D-branes S2 dans SU(2) .
La ondition trouvée par [BP01℄ est
sinh ρ cos θ = q
TF
p TD
, q ∈ Z, (2.65)
où TF =
1
2πα′
et TD sont les tensions respetives de la orde fondamentale et de la
D1-brane. Cette ondition a un statut tout-à-fait diérent de elle de la D-brane S2 et
provient véritablement de la théorie des ordes et pas seulement de la théorie onforme.
Cela peut se voir dans le fait qu'elle s'exprime en fontion de TF/TD alors que la
quantiation de S2 ne dépend que du niveau k. Don, si l'on onstruit les objets
orrespondants en théorie onforme, à savoir les états de bord assoiés aux D-branes
AdS2, on s'attend à en trouver une famille dépendant d'un paramètre ontinu, non
quantié.
Une autre propriété intéressante des D-branes AdS2 × S2 est qu'elles sont super-
symétriques [BP01℄. En fait, elles préservent 8 des 16 supersymétries de l'espae-temps
AdS3 × S3 × R4 (qui lui-même est la limite prohe de l'horizon d'une onguration
de NS5-F1 préservant 8 des 32 supersymétries de la théorie des ordes de type IIB).
Ces supersymétries garantissent la stabilité de es D-branes au-delà de la limite semi-
lassique. De plus, elles pourraient ontribuer à expliquer l'exatitude surprenante des
résultats obtenus au moyen de l'ation de Born-Infeld. Cependant, ette expliation
n'est pas valable pour les groupes ompats plus généraux, alors que la propriété d'ex-
atitude persiste omme nous l'avons montré. Elle doit don avoir une expliation plus
profonde liée à la symétrie de groupe.
Nous allons maintenant évoquer l'interprétation holographique des D-branes AdS2
proposée par [BdBDO02, Ba02℄. Ces D-branes atteignent le bord bidimensionnel
d'AdS3 , où elles dessinent des trajetoires statiques unidimensionnelles. Nous ap-
pellerons es trajetoires des interfaes. Elles divisent le bord d'AdS3 en diérents
domaines, où vivent diérentes théories onformes. Cependant es interfaes sont per-
méables, autrement dit les théories onformes interagissent entre elles.
L'étude des D-branes AdS2 ne manque don pas de motivations physiques. Jusqu'à
maintenant, l'interprétation holographique de es D-branes s'est ontentée d'en utiliser
la géométrie et les propriétés semi-lassiques, par exemple pour aluler la fore s'ex-
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erçant entre deux interfaes. Il pourra être intéressant d'étudier en détail l'impat d'une
onnaissane approfondie de es D-branes sur es aluls.
2.3.3 Cordes ouvertes sur les D-branes AdS2
Les méthodes semi-lassiques permettent d'obtenir ertaines informations sur les D-
branes AdS2 et notamment leur spetre de ordes ouvertes, sans ependant onduire
à des résultats aussi préis et aussi généraux que dans le as des groupes ompats.
D'abord, l'étude des solutions et des utuations de l'ation de Born-Infeld que
nous avons exposée dans les groupes ompats s'applique fort bien aux D-branes dans
SL(2,R) . Nous n'allons don pas reproduire les aluls dans le as des D-branes
AdS2 × S2, qui ont été eetués dans [PR01℄ et ont suggéré la généralisation aux
groupes ompats. Notons ependant que des aluls similaires sont possibles dans un
as S-dual [Cou03℄. Bien sûr, nous n'obtenons pas ainsi de ondition de quantiation,
et les informations sur le spetre des ordes ouvertes doivent être interprétées ave soin.
Les résultats du alul sont les suivants : le spetre des ordes ouvertes d'une D-
brane donnée est indépendant des paramètres (p, q) de la D-brane, dénis par l'équation
(2.65). Sa struture algébrique est identique à elle que nous avons dérite dans le as
des groupes ompats, 'est-à-dire que les utuations s'interprètent omme des états
de niveau un de l'algèbre de Lie ane du groupe SL(2,R) × SU(2) , soumis à la
ondition de Virasoro. La struture analytique fait intervenir les fontions sur AdS2×S2
de Laplaien nul (e Laplaien oïnide enore ave le Casimir de l'ation du groupe
sur ses lasses de ω-onjugaison). Comme le Laplaien est positif sur SU(2) , le terme
provenant de SL(2,R) doit être négatif, et don orrespondre à des représentations
disrètes de SL(2,R) .
Ce résultat n'est pas surprenant du point de vue de la théorie des ordes. En eet,
si l'on omet le ot spetral et que l'on impose la ondition de ouhe de masse, le
spetre des ordes fermées dans AdS3 × S3×R4 ne omprend que des représentations
disrètes. La ondition de ouhe de masse est l'équivalent quantique de l'équation
de Born-Infeld portant sur l'annulation du Laplaien. Le ot spetral modie ertes la
situation, mais l'analyse semi-lassique n'y est pas sensible, ar elle ne prend en ompte
que la sous-algèbre de Lie sl(2,R) de niveau zéro de l'algèbre de Lie ane ŝl(2,R) ,
sous-algèbre qui n'est pas préservée par le ot spetral.
Le spetre semi-lassique des D-branes AdS2 omporte don toutes les représenta-
tions disrètes ave le même poids, omme elles apparaissent dans l'espae des fontions
60 Groupes, D-branes et ation de Born-Infeld
sur AdS2 . Au niveau quantique, il faut s'attendre à devoir imposer la ontrainte d'u-
nitarité et la symétrie du ot spetral omme dans le as des ordes fermées [MO01℄.
Cependant, il est tentant de onjeturer par analogie ave le as des D-branes dans
SU(2) que la densité des représentations disrètes ne reçoit pas de orretions [Rib02℄,
et reste indépendante de la D-brane et du spin j de la représentation onsidérée. En
eet, si l'on admet que l'exatitude des résultats semi-lassiques dans SU(2) est liée
à l'annulation des ontributions des orretions à l'ation de Born-Infeld, alors es
ontributions doivent aussi s'annuler dans notre as par prolongement analytique.
Nous avons un peu hâtivement armé que le spetre des ordes ouvertes de la
D-brane AdS2 devait respeter la symétrie du ot spetral. Cela suppose que ette
symétrie ne soit pas brisée par la D-brane, e qui demande une vériation. On peut
étudier pour ela les solutions de la théorie des ordes ouvertes. Nous onnaissons déjà
les solutions lassiques des ordes fermées dans une variété de groupe, eq. (2.5). Il est
possible de trouver la solution tout aussi générale pour une orde ouverte dont haque
bout est xé sur une D-brane donnée, à ondition que es D-branes soient deux lasses
de ω-onjugaison respetant les mêmes symétries (dans notre as, deux D-branes AdS2
de paramètres éventuellement diérents). Si m, m¯ sont deux éléments des lasses de
ω-onjugaison en question, la solution est [PR01, GTTNB01℄
g = a(x+)mω(a(x−))−1 , (2.66)
a(x+ 2π) = a(x)ω−1(m−1m¯) . (2.67)
On peut maintenant étudier la préservation du ot spetral par la D-brane AdS2 .
L'ation du ot spetral sur la matrie a i-dessus,
a(x) → ewxJ a(x), (2.68)
est bien dénie à ondition que ω(J) = −J , si J est la matrie de sl(2,R) utilisée
dans la dénition du ot spetral eq. (2.8). On trouve failement une telle matrie J =(
0 1
2
− 1
2
0
)
.
Nous onsidérons des ordes ouvertes ave deux extrémités sur la même D-brane,
il faut don que le ot spetral préserve la ondition a(x+2π) = a(x), e qui est le as
seulement si w est pair. Sinon, un des bouts de la orde ouverte migre sur la D-brane
symétrique par rapport à la ligne ρ = 0, autrement dit elle obtenue par constante→
−constante dans l'équation (2.64), soit q → −q si l'on prend en ompte la quantiation
(voir la Figure 2.3.3). Dans le as de la D-brane droite, constante = q = 0, tout le ot
2.3 Quelques généralisations 61
Fig. 2.7  Une orde ouverte sur une D-brane AdS2 et son image par le ot spetral
w = 1, en projetion sur le plan (ρ, θ)
spetral est préservé. Une autre partiularité de ette D-brane est que les solutions de
ordes ouvertes qui y aboutissent se prolongent par réexion à des solutions de ordes
fermées dans AdS3 . Cela onduit à onjeturer [PR01℄ que leur spetre est la moitié
du spetre des ordes fermées, e qui a été prouvé par un alul de fontion de partition
dans [LOPT01℄. Un autre argument de [LOPT01℄ montre que la symétrie omplète du
ot spetral est restaurée dans le seteur des représentations disrètes. Cela n'est pas
très surprenant ompte tenu du fait que la matrie J qui dénit le ot spetral doit
être de genre temps, tout omme les trajetoires des ordes ourtes orrespondant aux
états disrets du spetre.
En résumé, les arguments semi-lassiques suggèrent que le spetre disret ne dépend
pas de la position de la D-brane AdS2, y ompris en e qui onerne le ot spetral ;
et qu'il est don toujours identique au spetre disret de la D-brane droite θ = π
2
, qui
vaut la moitié du spetre des ordes fermées dans AdS3 . En revanhe, dans le seteur
ontinu, seule la moitié du ot spetral est préservée, et on s'attend de plus à e que le
spetre dépende de la position de la D-brane. Pour en savoir plus, il faut reourir à la
théorie onforme, et tirer prot de la statiité de la D-brane AdS2 pour eetuer une
rotation de Wik t→ it et passer dans l'AdS3 Eulidien, H3. C'est e que nous ferons
dans le prohain hapitre.
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Groupes, D-branes et théorie
onforme
Nous abandonnons maintenant la théorie eetive de basse énergie, dérite par l'a-
tion de Born-Infeld, au prot d'une desription des D-branes exate en α′. Nous faisons
ependant toujours l'approximation que nos branes-tests ne modient pas l'espae-
temps.
La desription exate des D-branes fait appel à la théorie onforme à deux dimen-
sions ave bord, théorie dénie sur la surfae d'univers d'une orde ouverte. Dans le
as des groupes ompats, ette théorie est rationnelle, elle peut être dérite au moyen
d'un nombre ni de hamps. Le as non ompat est nettement plus ompliqué, ar
le produit de deux opérateurs fait en général intervenir un nombre inni d'opérateurs.
Cette diulté sera ironvenue au moyen d'hypothèses d'analytiité sur les quantités
physiques assoiées aux D-branes, omme les états de bord. Ces hypothèses d'analyti-
ité nous permettront d'utiliser ertains opérateurs non physiques, dits dégénérés, dont
les produits d'opérateurs omportent des termes en nombre ni.
Un autre genre d'hypothèse d'analytiité sera néessaire pour s'ouper d'un espae-
temps minkowskien omme AdS3 . On utilisera alors la rotation de Wik, t→ it, pour
passer à l'espae eulidien H3 .
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3.1 D-branes symétriques dans les groupes ompats
(II)
Dans ette setion, nous allons étudier les D-branes symétriques qui ont fait l'objet
de la setion 2.2 du point de vue de la théorie onforme ave bord. Nous rappellerons
don des notions de théorie onforme qui serviront aussi par la suite dans le as non
ompat. Des notions de théorie onforme supplémentaires peuvent être trouvées dans
[Sh02℄ et [AS02℄.
3.1.1 Groupes ompats et théorie onforme rationnelle
Rappelons quelques propriétés de la théorie des ordes fermées dans les groupes
ompats que nous avons évoquées dans la setion 2.1.1. D'abord, la théorie se fatorise
en deux seteurs, appelés seteur droit et seteur gauhe. Chaque seteur est muni
d'une algèbre de Ka-Moody ou algèbre de Lie ane gˆ , dont l'algèbre enveloppante
ontient l'algèbre de Virasoro. Cette algèbre s'appelle l'algèbre hirale de la théorie.
La symétrie orrespondante est préservée au niveau quantique. Cela se traduit par le
fait que le spetre s'organise en représentations de ette algèbre, et par des identités de
Ward sur les fontions de orrélation des hamps orrespondant aux états du spetre.
Les représentations de gˆ qui interviennent dans le spetre de la théorie des ordes
dans un groupe ompat doivent être des représentations de plus haut poids pour que
l'énergie L0 soit bornée inférieurement, et obéir à la ontrainte d'unitarité pour que
les observables physiques prennent des valeurs réelles. Cette ontrainte d'unitarité est
dénie par rapport à la onjugaison naturelle des générateurs de l'algèbre de Lie ane,
(Jan)
∗ = Ja−n. (3.1)
Pour une représentation de plus haut poids onstruite à partir des états |PHP 〉 d'une
représentation unitaire de g , qui vérient don 〈PHP |PHP 〉 > 0, on évalue ainsi
l'unitarité en alulant les normes au arré des états J |PHP 〉 obtenus par l'ation
d'un produit J de générateurs de gˆ , es normes au arré valent 〈PHP |J∗J |PHP 〉.
Il apparaît alors qu'un nombre ni de représentations de plus haut poids de gˆ sont
unitaires, et peuvent être utilisées pour onstruire une théorie des ordes. La nitude
est diretement liée au aratère ompat du groupe en question, et est violée par tous
les groupes non ompats à ommener par R.
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Dans le as de SU(2) , la ontrainte d'unitarité pour une représentation de plus
haut poids onstruite à partir d'une représentation de spin j de SU(2) est
j ≤ k
2
. (3.2)
La ontrainte d'unitarité pour une représentation donnée est parfois appelée théorème
d'absene de fantmes, où les fantmes sont les états de norme arrée négative.
Le modèle de Wess-Zumino-Witten à un niveau k donné est don onstruit à partir
d'un nombre ni de représentations d'une algèbre de symétrie qui ontient l'algèbre de
Virasoro, ette dernière dénit la symétrie onforme. Il s'agit don d'un exemple de
théorie onforme rationnelle. Nous avons déjà préisé le spetre Spec(G) du modèle
assoié à un groupe G (voir la formule (2.7)), mais il ne s'agit pas du seul modèle que
l'on puisse onstruire à partir de l'algèbre de symétrie gˆ . En fait, il est ommode de
dénir le spetre au moyen de la fontion de partition du tore, dénie par
Z(q) = TrSpec(G)q
L0− c24 q¯L¯0−
c
24 . (3.3)
Ii q = e2πiτ , où le nombre omplexe τ est le paramètre modulaire d'un tore à deux
dimensions, qui représente une topologie possible (de genre 1) de la surfae d'univers
d'une orde fermée. Comme le spetre se déompose en représentations de gˆ , Z(q) se
déompose en aratères de gˆ . Si Rˆ est une représentation de gˆ , son aratère est
χRˆ(q) = TrRˆq
L0− c24 . (3.4)
Les spetres possibles de théories ayant une symétrie donnée doivent obéir à la on-
trainte physique d'invariane modulaire : Z(q) doit être invariant sous le groupe mod-
ulaire, qui relie les paramètres τ de tores équivalents. Ce groupe est engendré par les
transformations
T : τ → τ + 1 , S : τ → −1
τ
. (3.5)
On note q˜ = e−2iπ/τ l'image par S du paramètre q. Si l'invariane par T est fort peu
ontraignante, et sera automatiquement satisfaite dans les théories que nous onsid-
èrerons, l'invariane par S est en revanhe une ontrainte non triviale. On peut montrer
que la fontion de partition du modèle de Wess-Zumino-Witten,
ZWZW (q) =
∑
R∈Repk(G)
χRˆ(q)χRˆ†(q¯), (3.6)
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Fig. 3.1  Des hamps de ordes fermées Φ et ouvertes Ψ (e dernier hange les on-
ditions au bord de Br en Br′). Les états de ordes |Φ〉 et |Ψ〉 orrespondants.
est invariante modulaire. Cette fontion de partition est un invariant modulaire di-
agonal, ar une représentation est systématiquement ouplée ave la représentation
onjuguée. Pour prouver ette invariane modulaire, il est essentiel de noter que le
groupe modulaire possède une représentation non triviale dans l'espae V ect(Repk(G))
qui a pour base Repk(G), dénie par
χRˆ(q˜) =
∑
R′∈Repk(G)
SR
′
R χRˆ′(q). (3.7)
La matrie
‡1 SR
′
R ou matrie S, qui dénit l'ation de la transformation modulaire
S dans ette représentation, est symétrique et unitaire (par rapport à la métrique
triviale δRR′ et à la onjugaison R→ R† des représentations), e qui assure l'invariane
modulaire de ZWZW .
Les autres quantités physiques intéressantes du modèle sont les fontions de or-
rélation. Une fois le modèle déni par sa fontion de partition, elles-i peuvent être
alulées et s'expriment à l'aide d'autres données de la théorie des représentations de
gˆ .
3.1.2 Solutions de Cardy et branes symétriques
Nous avons expliqué que le modèle de Wess-Zumino-Witten était une théorie on-
forme rationnelle, dérivant la propagation de ordes fermées dans des groupes om-
‡1
La matrie SR
′
R dépend naturellement de k et de Repk(G), et pas seulement des représentations
R,R′ de l'algèbre de Lie g .
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pats. La onstrution additionnelle pour dérire les ordes ouvertes est la théorie
onforme ave bord. Elle dépend fortement de la théorie des ordes fermées orre-
spondantes. D'abord elle ontient tous les opérateurs de ette théorie, qui dérivent
l'insertion de ordes fermées dans la masse ('est-à-dire ailleurs qu'au bord), et doivent
se omporter loin du bord sans en ressentir la présene (par loalité). Il faut y ajouter
les opérateurs au bord, qui dérivent l'insertion de ordes ouvertes au bord. L'inu-
ene du bord sur les ordes ouvertes est dénie au moyen de onditions au bord, et les
opérateurs au bord modient es onditions (voir la gure 3.1.2).
La théorie onforme au bord est don dénie par un ensemble de données om-
prenant elles de la théorie dans la masse, et soumises à d'autres onditions de o-
hérene qui leur sont propres.
Une donnée de base d'une théorie des ordes ouvertes est naturellement son spetre.
Nous nous intéressons aux D-branes symétriques Br, dont les onditions de ollage en
z = z¯, qui s'érivent J = J¯ ou J = ω(J¯), respetent l'algèbre hirale des symétries
des ordes fermées. Ce spetre SpecBr(G) s'organise don lui aussi en représentations
de ette algèbre hirale, et la fontion de partition orrespondante se déompose en
représentations de l'algèbre de Lie ane gˆ . La fontion de partition des ordes ouvertes
s'étirant entre deux D-branes Br,Br′, qui s'érira au moyen des aratères de es
représentations, se alule au moyen d'une boule de orde ouverte,
ZouvBr,Br′(q) = TrSpecBr,Br′(G)q
L0− c24 , (3.8)
=
∑
R∈Repk(G)
nRˆBr,Br′χRˆ(q). (3.9)
Nous dénissons ainsi les entiers nRˆBr,Br′ , multipliités des représentations de gˆ dans le
spetre SpecBr,Br′(G).
On ne peut pas à proprement parler d'invariane modulaire pour le diagramme
du ylindre omme pour la fontion de partition du tore, ependant l'équivalent de
la transformation modulaire S est la dualité entre ordes ouvertes et ordes fermées.
En eet, le diagramme du ylindre dérit aussi bien une boule d'une orde ouverte
étirée entre les D-branes Br et Br′, que l'émission d'une orde fermée par Br suivie de
son absorption par Br′ (voir la gure 3.1.2). Ces proessus d'émission et d'absorption
sont eux-mêmes dérits par le ouplage des D-branes aux états de ordes fermées, qui
dénissent les états de bord. Plus préisément, si Φ est un hamp (e que nous avons
appelé plus haut un opérateur) appartenant au spetre des ordes fermées, la fontion à
un point de Φ peut être non nulle en présene d'un bord (naturellement, elle doit tendre
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Fig. 3.2  Le diagramme du ylindre entre deux branes Br et Br′, et son interprétation
en termes de ordes ouvertes et fermées.
vers zéro loin du bord). Si e bord est déni par une D-brane Br, on obtient la quantité
〈Φ〉Br. On peut montrer que la donnée de ette quantité pour tout hamp Φ sut à
dérire la D-brane Br ; es informations sont équivalents à la dénition d'un état de bord
appartenant à l'espae de Hilbert des ordes fermées, qui s'érit shématiquement
‡2
|Br〉 =
∑
Φ
〈
Φ(z =
i
2
)
〉
Br
|Φ〉, (3.10)
où l'on somme sur une base de et espae de Hilbert. Le alul du diagramme du
ylindre donne don :
‡3
ZcylBr,Br(q) = 〈Br|qL0+L¯0−
c
24 |Br〉. (3.11)
La ondition de Cardy, qui réalise l'équivalent de la transformation modulaire S, est :
ZcylBr,Br(q˜) = Z
ouv
Br,Br(q). (3.12)
Même si l'on ne onnaît pas le spetre des ordes ouvertes, la ondition de Cardy
restreint les états de bord possibles par l'exigene que les multipliités nRˆBr,Br, qui
apparaissent dans ZouvBr,Br(q), soient entières. Cette ondition s'applique non seulement
à haque D-brane omme nous l'avons érite, mais aussi naturellement au spetre des
ordes ouvertes entre deux D-branes, si bien que dans ertains as il peut exister des
familles de D-branes inompatibles (voir [GRW02℄). Dans es as-là, ZcylBr,Br′ vérie
‡2
Ii et par la suite, nous négligeons des oeients de module un des états de bord, ar ils n'aetent
pas les aluls de type Cardy que nous eetuerons.
‡3
Nous négligeons des subtilités liées à la parité CPT de la surfae d'univers.
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la ondition de Cardy est une relation d'équivalene entre les D-branes Br,Br′ qui
détermine plusieurs lasses d'équivalene distintes.
L'importane de la ondition de Cardy vient du fait qu'en général la donnée de
onditions au bord ne sut pas à dénir une D-brane. Les onditions de ollage de nos
D-branes symétriques, J = ω(J¯), s'expriment par la ontrainte linéaire(
Jan − ω(J¯a−n)
) |Br〉 = 0. (3.13)
De façon très générale, une base de l'espae des solutions est onnue : il s'agit des états
d'Ishibashi. Son ardinal est |Repk(G)|, autrement dit à haque hamp du spetre des
ordes fermées orrespond un état d'Ishibashi |R〉〉. On peut même hoisir les états
d'Ishibashi de telle sorte que
〈〈R|qL0+L¯0− c24 |R′〉〉 = δR,R′χRˆ(q). (3.14)
La théorie onforme ave bord assoiée à une D-brane doit vérier de nombreuses
onditions de ohérene [Lew92℄. Nous nous intéresserons pour l'instant à la ondition
de Cardy, qui est non-linéaire. La solution en est onnue sous des hypothèses assez
générales [Car89℄, qui s'appliquent au as des D-branes symétriques dans les groupes
ompats. Il existe ainsi un nombre ni de D-branes, paramétrées par les éléments de
Repk(G). Les états de bord orrespondants, appelés états de Cardy, sont
|R〉 =
∑
R′∈Repk(G)
SR
′
R√
SR
′
0
|R′〉〉, (3.15)
où 0 désigne la représentations triviale à une dimension de g . On peut en déduire les
oeients nRˆ3R1,R2 du spetre des ordes ouvertes,
nRˆ3R1,R2 =
∑
R∈Repk(G)
SRR1S
R†
R2
SR3
R†
SR0
, (3.16)
qui sont entiers d'après la formule de Verlinde, qui les relie à ertains oeients de
fusion de l'algèbre de Lie ane gˆ .
Montrons maintenant en quoi es résultats sont en aord ave l'analyse de la setion
2.2.2, basée sur l'ation de Born-Infeld. Nous allons pour ela suivre [FFFS00℄. D'abord,
les éléments de Repk(G) sont paramétrés par les veteurs de poids λ orrespondants.
Dans le as où l'algèbre de Lie g est simple, Repk(G) omprend une partie nie du
réseau des poids à ause de la ondition d'unitarité, plus préisément
Repk(G) =
Lw
W ⋉ k
2π
Ker(exp)
. (3.17)
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Les états de Cardy sont bien paramétrés par et ensemble, mais n'ont pas exatement
les mêmes positions que nos solutions des équations de Born-Infeld. Ces positions sont
en eet
exp−1 t = 2π
λ+ ρ
k + g∨
, (3.18)
où λ est un poids. La diérene ave nos solutions réside dans les termes g∨, qui orre-
spond à la renormalisation du niveau déjà évoquée, et ρ, qui est un veteur onstant.
On retrouve nos solutions dans la limite où k est grand et où λ est proportionnel à k.
Dans le as des lasses de ω-onjugaison, il faut onsidérer un ensemble Repωk (G)
de poids frationnels symétriques (invariants par ω), et les positions des D-branes sont
à l'avenant. L'aord ave les résultats semi-lassiques est toujours presque exat.
Enn, on peut omparer le spetre des ordes ouvertes ave elui des utuations
quadratiques. Le premier, qui omporte un nombre ni de représentations, est une tron-
ation du seond, qui les omporte toutes. Plus k est grand, moins de représentations
sont touhées par la tronation, et limk→∞Repk(G) = Rep(G).
3.2 D-branes dans l'AdS3 Eulidien
3.2.1 Cordes fermées dans H3
Si l'on eetue la rotation de Wik, t→ it, dans le métrique (et le hamp B) de la
théorie des ordes dans AdS3 , on obtient la métrique de l'espae H3 ,
ds2 = L2
(
cosh2 ρdt2 + dρ2 + sinh2 ρdθ2
)
. (3.19)
On a toujours L2 = kα′, et on note b2 = (k − 2)−1. La théorie des ordes dans H3
n'est pas physique ar le hamp H = dB est imaginaire pur ; ependant elle sert d'outil
pour l'étude des ordes dans AdS3 ainsi que dans le igare SL(2,R) /U(1), que nous
étudierons ultérieurement. Son spetre est plus simple que elui d'AdS3 et ne ontient
que des représentations ontinues, de plus la théorie est étroitement liée à la théorie de
Liouville, qui a fait l'objet de nombreuses études (voir par exemple la revue [Tes01b℄).
La rotation de Wik ne préserve pas la symétrie SL(2,R) × SL(2,R) d'AdS3 ,
ependant H3 jouit toujours d'une symétrie à six générateurs SL(2,C) , qui s'étend
au niveau de la théorie des ordes en une algèbre de Lie ane. Nous allons d'abord
dérire l'ation géométrique de es symétries, au moyen d'une reparamétrisation de H3
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:
γ = et+iθ tanh ρ , eφ = e−t cosh ρ , ds2 = dφ2 + e2φdγdγ¯. (3.20)
On peut alors érire H3 omme un ensemble de matries hermitiennes de déterminant
un,
h =
(
eφ eφγ¯
eφγ eφγγ¯ + e−φ
)
. (3.21)
Cela permet d'expliiter l'ation des éléments g de SL(2,C) , soit h → ghg†, dont on
déduit l'identiation entre H3 et SL(2,C) /SU(2) . De plus, les ourants du modèle
sigma orrespondant s'expriment également à l'aide de la matrie h,
J(z) = kh−1∂¯h , J¯(z¯) = −k∂h h−1. (3.22)
Parmi les oordonnées φ, γ, γ¯ que nous venons d'introduire, on peut onsidérer φ omme
une oordonnée radiale, et les autres omme des paramètres du bord de H3 . Comme
dans le as de SL(2,R) , l'impulsion assoiée à la oordonnée radiale, que nous ap-
pellerons de nouveau j, orrespond au Casimir de l'ation de SL(2,C) , autrement dit
au Laplaien de la métrique (3.19). Ainsi, on peut paramétrer les fontions sur H3 par
j et par un élément u ∈ C du bord,
Φju(φ, γ, γ¯) = −
2j + 1
π
(
eφ|u− γ|2 + e−φ)2j . (3.23)
Si nous érivons le Laplaien déni négatif de H3 ,
∆H3 = ∂
2
φ + 2∂φ + 4e
−2φ∂γ∂γ¯ , (3.24)
alors nous avons ∆H3 Φ
j = 4j(j + 1)Φj . Cette valeur propre 4j(j + 1) est un réel
négatif si Φj est normalisable au sens des distributions, 'est-à-dire si l'intégrale∫
e2φdφdγdγ¯ Φj(Φj)∗ ne diverge que omme
∫
1. Cela se produit si et seulement si
j ∈ −1
2
+ iR. (3.25)
Cet ensemble de valeurs physiques de j, qui dénit le spetre d'un hamp salaire dans
H3 , orrespond aux représentations ontinues de SL(2,C) . Pour tenir ompte de la
symétrie j → −j − 1, qui généralise la orrespondane entre les séries disrètes D+j
et D−j (dans le as où j est réel), nous allons nous restreindre à j ∈ −12 + iR+. Les
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états Φj se omportent à l'inni omme des ondes planes, et leur produit salaire L2
est donné par ∫
H3
Φju(Φ
j′
u′)
∗ = δ(j − j′)δ(u− u′). (3.26)
Si l'on onsidère maintenant les φ, γ, γ¯ omme des fontions sur une surfae d'u-
nivers, dérivant le plongement d'une orde fermée dans H3 , alors les fontions Φ
j
u
deviennent des opérateurs de ordes fermées, et dérivent la déomposition du spetre
en représentations de ŝl(2,C) . Ce spetre est don déni par le oeient ou den-
sité spetrale de es hamps. Mais leur fontion à deux points est toujours donnée par
l'équation (3.26) (aux fateurs dépendant de z près) et ne reçoit don pas de orretions
en b2 = 1
k−2 . De façon équivalente, la densité spetrale du hamp Φ
j
est la même que la
densité de la fontion Φj dans l'espae des fontions sur H3 . On peut formaliser ette
assertion en érivant l'opérateur identité sur le spetre des ordes fermées
‡4
,
Id =
∫
− 1
2
+iR+
dj
∫
d2u|Φj〉〈Φj |. (3.27)
Naturellement, la solution omplète de la théorie des ordes dans H3 , au-delà de
la donnée du spetre, requiert elle des fontions de orrélation et la vériation de
ertaines de leurs propriétés omme la symétrie de roisement [Tes01a, Tes99, Tes00℄.
Mais nous n'insisterons pas sur e sujet ii. Nous allons plutt nous tourner vers les
D-branes dans H3 .
3.2.2 États de bord des D-branes AdS2
Les D-branes AdS2 dans AdS3 sont statiques. Leurs équations, sinh ρ cos θ =
constante, dénissent don des sous-variétés deH3 dont on peut s'attendre à e qu'elles
aient une interprétation en termes de théorie des ordes. Naturellement, elles sont au-
tomatiquement solutions des équations de Born-Infeld, mais ave un hamp F imag-
inaire pur. Elles ont la géométrie de l'AdS2 Eulidien 'est-à-dire H2, mais nous les
appellerons toujours des D-branes AdS2 . On peut étudier leurs propriétés de symétrie
en réérivant leur équation en fontion de la matrie h,
TrΩh = 2 sinh ρ cos θ = 2 sinh r. (3.28)
‡4
Nous omettons les ontributions des osillateurs assoiés aux hamps J, J¯ .
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La matrie Ω est elle que nous avons déjà utilisée pour dénir l'automorphisme ex-
térieur de SL(2,R) , et pour érire l'équation de la D-brane AdS2 dans AdS3 , qui était
d'ailleurs identique à (3.28). Le sous-groupe de SL(2,C) qui préserve nos D-branes
est don déni par g†Ωg = Ω. Il est isomorphe à SL(2,R) : omme dans le as des
D-branes symétriques dans les groupes, la moitié des symétries sont préservées, ii 3.
C'est e haut degré de symétrie, dont on suppose qu'il survit au niveau quantique en
termes de onditions de ollage, qui rend la théorie de es D-branes aessible.
On peut obtenir d'autres D-branes similaires en appliquant des symétries de la
théorie. En partiulier, une rotation de SL(2,C) bien hoisie donne la D-brane d'équa-
tion,
cosh ρ sinh t = constante. (3.29)
Nous les appellerons les D-branes H2. Leur équation est le prolongement analytique
de elle des D-branes du même nom dans AdS3 . Ainsi, deux types de D-branes très
diérents dans AdS3 sont dans H3 reliés par une rotation et ont don les mêmes
propriétés physiques.
Les solutions des onditions de ollage orrespondant aux symétries des D-branes
AdS2 dans H3 sont les fontions à un point du type [PST02℄
〈
Φju(z)
〉
=
|u+ u¯|2jA(j, signe(u+ u¯))
|z − z¯|2∆j . (3.30)
Ii∆j = −b2j(j+1) est le poids onforme de Φj , qui est proportionnel au Casimir 4j(j+
1) de la représentation orrespondante. Les onditions de ollage et leurs solutions sont
indépendantes du paramètre r des D-branes, on s'attend don à e que les ontraintes
supplémentaires sur ette fontion à un point possèdent une famille de solutions à un
paramètre.
Les ontraintes supplémentaires utilisées dans [PST02, LOP02℄ onsistent à relier
deux façons de aluler la fontion à deux points de deux hamps de la masse. La
première onsiste à eetuer leur produit d'opérateurs dans la masse avant de rejoindre
le bord, la deuxième de ommener par approher haque hamp du bord avant de faire
le produit d'operateurs des hamps au bord obtenus (voir la gure 3.2.2). Les deux sont
reliés par la symétrie de roisement de la théorie des ordes fermées (voir [Sh02℄). Cette
méthode remonte à [PSS96℄, où elle fut utilisée dans le ontexte de théories onformes
rationnelles mais non diagonales.
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Fig. 3.3  Une ontrainte de fatorisation pour les hamps de la masse.
Ce alul, qui peut s'eetuer pour deux hamps quelonques dans le as d'une
théorie rationnelle, ne marhe pas tel quel dans notre as, à ause notamment de
l'absene d'un hamp identité dans notre spetre. On peut tout de même en extraire
des ontraintes, si l'on suppose qu'un des hamps de la masse est dégénéré, de sorte
que son produit d'opérateur ave un autre hamp omporte un nombre ni de termes.
Il n'existe pas de tel hamp dégénéré dans le spetre des ordes fermées dans H3 ,
ependant il est possible d'utiliser des hamps obtenus par prolongement analytique
de j hors de la ligne physique j ∈ −1
2
+ iR. Ces hamps appartiennent à la théorie
mais pas au spetre, et on suppose que leurs propriétés sont obtenues par prolongement
analytique.
La ontrainte de fatorisation du hamp dégénéré Φ
1
2
possède don une famille
de solutions [PST02, LOP02℄,
‡5
〈
Φju(z)
〉
r
=
|u+ u¯|2j
|z − z¯|2∆j 2
− 3
4 b−
1
2 ν
j+ 1
2
b Γ(1 + b
2(2j + 1)) e−r(2j+1)signe(u+u¯). (3.31)
Nous avons utilisé la fontion Γ d'Euler ainsi que la onstante νb =Γ(1−b
2)
Γ(1+b2)
, où on rappelle
que b−2 = k− 2. L'identiation du paramètre de ette famille de solutions ave le réel
r dont dépend la position des D-branes AdS2 s'obtient par l'étude de la géométrie des
états de bord dans la limite semi-lassique b→ 0, k →∞.
On peut utiliser es états de bord pour aluler le diagramme du ylindre entre
deux D-branes (moyennant quelques régularisations) et prédire le spetre (ontinu) des
ordes ouvertes. Cette prédition n'a plus le aratère de vériation du as rationnel,
où les oeients des diérents états devaient être entiers. Dans la setion 3.3, nous
expliquerons omment on étudie indépendamment le spetre des ordes ouvertes.
‡5
Nous érivons la normalisation exate, qui ne peut en fait être déterminée qu'après omparaison
ave le seteur de ordes ouvertes.
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D'autres hamps dégénérés peuvent être utilisés pour obtenir d'autres ontraintes
et vérier qu'elles sont satisfaites par l'état de bord (3.31). La ontrainte la plus simple
après elle du hamp Φ
1
2
provient du hamp dégénéré Φ
k−2
2
, et son ériture même est
problématique [Pon02, PS03℄. Pour prouver la ohérene d'un état de bord, il faut en
prinipe vérier toutes les ontraintes de fatorisation. Nous allons supposer dans la
suite que les D-branes AdS2 dans H3 existent et sont ohérentes.
3.2.3 Les branes ompates dans H3
Il existe d'autres D-branes dans H3 , qui respetent une symétrie SU(2) ⊂SL(2,C) ,
mais dont l'interprétation géométrique est douteuse puisqu'il s'agirait de sphères S2 de
rayon imaginaire pur [GKS01, PST02℄. On les obtient par un proédé analogue aux D-
branes AdS2 , en ommençant par imposer la symétrie désirée au moyen de onditions
de ollage, puis en prenant en ompte la ontrainte de fatorisation du hamp Φ
1
2
.
On trouve don une famille d'états de bord à un paramètre s,
〈
Φju(z)
〉
s
=
(1 + uu¯)2j
|z − z¯|2∆j
−νj+1b Γ(1 + b2(2j + 1))
2πΓ(1− b2)
sin s(2j + 1)
sin s
. (3.32)
Le alul du digramme du ylindre onduit à un spetre disret, et don à des onditions
sur le paramètre s,
s = πb2(2J + 1), J ∈ 1
2
N. (3.33)
Le as des D-branes S2 ressemble don beauoup plus au as rationnel que elui des
D-branes AdS2 . Mais la situation de l'ensemble des D-branes dans H3 n'a plus rien
à voir ave la solution de Cardy, puisqu'on ne peut même pas dénir de matrie S
pour la transformation modulaire des aratères : en eet, selon la D-brane, les mêmes
aratères des représentations ontinues se transforment soit en d'autres aratères
ontinus, soit en aratères disrets.
Érivons don expliitement es aratères : si on note j = −1
2
+ iP ave P ∈ R,
on a
χP (q) =
qb
2P 2
η(q)3
, (3.34)
où η(q) est la fontion de Dedekind,
η(q) = q
1
24
∞∏
n=1
(1− qn) , η(q˜) = √−iτη(q). (3.35)
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En fait, le aratère des représentations ontinues est à proprement parler inni ar
es représentations omportent un nombre inni d'états ayant tous la même énergie.
Cela néessitera une régularisation quand nous en viendrons aux D-branes AdS2 . Mais
dans le as des D-branes ompates S2, la quantité qui apparaît dans le alul qui suit
est χP (q), qui est ni.
Le alul de l'amplitude du ylindre entre deux D-branes S2 de paramètres s =
πb2(2J + 1), s′ = πb2(2J ′ + 1) s'eetue don ainsi : ‡6
Zcyls,s′(q˜) = 〈s|q˜L0+L¯0−
c
24 |s′〉 =
∫
dPd2u〈Φju〉s〈Φju〉∗s′χj(q˜) (3.36)
∝
∫
dP P
∑
J ′′∈J×J ′
sinh 2πb2(2J ′′ + 1)P χP (q˜)
∝
∑
J ′′∈J×J ′
(2J ′′ + 1)χi(J ′′+ 1
2
)(q). (3.37)
On a noté J × J ′ l'ensemble des spins apparaissant dans la omposition de J et J ′.
Le spetre des ordes ouvertes des D-branes S2 n'a don rien de ommun ave
elui des ordes fermées dans H3 : il ne omprend que des valeurs réelles J
′′
de j
(soit des valeurs omplexes i(J ′′ + 1
2
) de P ). Le fateur (2J ′′ + 1) peut s'interpréter
omme la dégénéresene des états de plus haut poids, 'est-à-dire la dimension de
la représentation orrespondante de l'algèbre de Lie su(2) . Mais le aratère (2J ′′ +
1)χi(J ′′+ 1
2
)(q) n'égale pas le aratère de spin J
′′
de ŝu(2) , il en est en quelque sorte
une version privée de veteurs singuliers. Cela n'est pas très surprenant, étant donné
que nous ne supposons pas le niveau k entier.
3.3 Cordes ouvertes et D-branes AdS2 dans H3
Cette setion est onsarée à l'étude du spetre des ordes ouvertes étirées entre
deux D-branes AdS2 dans H3 , du point de vue du seteur des ordes ouvertes. L'a-
ord ave le seteur des ordes fermées via le diagramme du ylindre ne sera montré
qu'ensuite. Dans le as où il s'agit de deux fois la même D-brane, e spetre a été alulé
dans [PST02℄. Cependant, et artile n'a pas résolu le problème dans le as de deux
D-branes identiques à ause de ertaines hypothèses impliites trop ontraignantes sur
l'analytiité de la densité spetrale. J'ai loalisé es hypothèses et déterminé le spetre
dans [Rib03b℄. Ce résultat a notamment des impliations pour les D-branes dans le
igare, que nous étudierons dans le prohain hapitre.
‡6
Nous éliminons impliitement les fateurs dépendant de z, z¯ dans les fontions à un point.
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3.3.1 La ontrainte de fatorisation
Le spetre des ordes ouvertes sur une D-brane AdS2 est formé de représentations
ontinues de SL(2,R) , omme le montre l'étude de sa limite semi-lassique, l'ensemble
des fontions sur la D-brane. Cela provient du fait qu'AdS2 atteint l'inni d'H3 et est
don lui-même non ompat. La fontion de partition à une boule des ordes ouvertes
est don du type
Zcylr,r (q˜) =
∫
R
dP N(P |r, r)χP (q), (3.38)
où N(P |r, r) est la densité de ordes ouvertes sur la D-brane AdS2 de paramètre r,
qui ne dépend que de P ar la D-brane respete la symétrie SL(2,R) .
Cependant, à ause du volume inni dans la diretion radiale (dont P est grosso
modo l'impulsion), Zcyl(q˜) doit diverger, et on peut attribuer ette divergene à un
terme inni dans N(P |r, r). Mais ette divergene est indépendante de r, et disparaît
don si l'on onsidère la densité relative N(P |r, r)−N(P |0, 0). Par ailleurs, la densité
d'états est en toute généralité reliée à l'amplitude de réexion R(j = −1
2
+ iP |r, r) par
la formule
N(P |r, r)−N(P |0, 0) = 1
2πi
∂
∂P
log
R(−1
2
+ iP |r, r)
R(−1
2
+ iP |0, 0) . (3.39)
Cette amplitude de réexion dérit la diusion d'états asymptotiques envoyés depuis
l'inni. À l'inni en eet, tous les états de ordes ouvertes Ψ−
1
2
+iP
sont des superposi-
tions d'ondes planes radiales d'impulsions P et −P . Le oeient relatif de es deux
termes est l'amplitude de réexion, qui doit être unitaire (de module un) si la réexion
est un proessus physique. De façon équivalente, la densité d'états orrespondante doit
être réelle.
Pour déterminer l'amplitude de réexion, on peut remarquer qu'elle apparaît dans
la fontion à deux points de hamps du bord, et joue don un rle dans les ontraintes
de fatorisation de la fontion à trois points sur le bord. Comme pour les ontraintes
de fatorisation portant sur les états de bord, on utilise en fait un hamp du bord
dégénéré.
La ontrainte trouvée dans [PST02℄ est don :
R(j + 1
2
|r1, r2)
R(j − 1
2
|r1, r2) =
2j
2j + 1
e−(−j − 1
2
|r1, r2), ∀j ∈ −1
2
+ iR, (3.40)
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tions Sk(x) et S
′
k(x).
où nous introduisons la fontion
e−(j|r1, r2) = −4νb
π
Γ(1 + b2(2j − 1))Γ(−b2(2j + 1))
sin πb22j
×
×
∏
s=±
cos(πb2j + s
i
2
(r1 + r2)) sin(πb
2j + s
i
2
(r1 − r2)). (3.41)
En prinipe il se pose le même problème que dans le anal des ordes fermées, à savoir
l'existene d'une famille à un paramètre de solutions, qu'il faut ensuite identier ave
les D-branes AdS2 en utilisant une limite semi-lassique. Nous antiipons un peu en
utilisant diretement le paramètre r.
Dans [PST02℄, ette ontrainte est réérite sous la forme
|R(j + 1
2
|r1, r2)|2 = 2j
2j + 1
e−(−j − 1
2
|r1, r2), (3.42)
Cela suppose impliitement que R(j¯|r1, r2) = R(j|r1, r2). Nous allons voir que ette
supposition n'est pas vériée par les solutions de l'équation (3.40), sauf dans le as
r1 = r2. C'est ainsi que [PST02℄ a onlu à l'inexistene de solutions pour r1 6= r2, ar
le seond membre de (3.42) n'est pas un réel positif dans e as.
3.3.2 Le spetre des ordes ouvertes
Nous voulons résoudre la ontrainte eq. (3.40). Pour ela nous aurons besoin de
fontions spéiales, que nous allons dénir. D'abord, onsidérons la fontion Sk,
logSk(x) = i
∫ ∞
0
dt
t
(
sin 2tb2x
2 sinh b2t sinh t
− x
t
)
. (3.43)
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Cette fontion est analytique dans la région (voir la gure 3.3.2)
Ana(Sk) =
{
|ℑx| < 1
2
+
1
2b2
=
k − 1
2
}
. (3.44)
De plus, pour x tel que x± i
2
∈ Ana(Sk), elle vérie l'équation
Sk(x− i2)
Sk(x+
i
2
)
= 2 cosh πb2x, (3.45)
qui peut aussi être utilisée pour prolonger la fontion Sk en une fontion méromorphe
sur C. Comparer les équations (3.40) et (3.45) permet de omprendre pourquoi la
fontion Sk va pouvoir être utilisée pour résoudre l'équation (3.40). Dénissons en
outre la fontion S ′k,
logS ′k(x) = i
∫ ∞
0
dt
t
(
cosh t sin 2tb2x
2 sinh b2t sinh t
− x
t
)
. (3.46)
Cette fontion n'est analytique que dans la région (voir la gure 3.3.2)
Ana(S ′k) =
{
|ℑx| < 1
2
}
. (3.47)
Dans ette région, elle vérie de plus l'identité
S ′k(x)
2 =
Sk(x+
i
2b2
)Sk(x− i2b2 )
Sk(
i
2b2
)Sk(− i2b2 )
Sk(0)
2. (3.48)
Ainsi, si Sk se prolonge en une fontion méromorphe sur C, le as de S
′
k est plus
ompliqué puisqu'il met en jeu des oupures de la raine arrée. Il doit y avoir une telle
oupure aboutissant à haque zéro ou ple simple de Sk(x+
i
2b2
)Sk(x− i2b2 ).
Une autre fontion spéiale, qui jouera un rle bien moindre dans nos raisonnements,
est
Γk(x) = b
b2x(x−b−2)(2π)x/2Γ−12 (x|1, b−2), (3.49)
dont la dénition utilise la fontion Γ2 telle que
log Γ2(x|ω1, ω2) =
(
∂
∂t
∞∑
n1,n2=0
(x+ n1ω1 + n2ω2)
−t
)
t=0
. (3.50)
La solution de l'équation (3.40) dans le as r1 = r2 est [PST02℄
R(−1
2
+ iP |r, r) = νiPb
Γ2k(
1
2
− iP + 1
b2
)
Γ2k(
1
2
+ iP + 1
b2
)
Γk(2iP +
1
b2
)
Γk(−2iP + 1b2 )
Sk(
r
πb2
+ P )
Sk(
r
πb2
− P ) , (3.51)
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2
, et deux oupures de S ′k(x) (en pointillés).
ette expression est bien de module un, et elle résout notre l'équation (3.40) pour tout
j ∈ −1
2
+ iR. En eet, pour de telles valeurs de j, les arguments des fontions Sk
apparaissant dans (3.51) sont toujours situés dans la région Ana(Sk).
Considérons maintenant le as r1 = −r2. La forme de la fontion e−(j|r1, r2) (équa-
tion (3.41)) suggère de onstruire R(j|r,−r) en remplaçant simplement Sk par S ′k dans
la solution pour R(j|r, r) (équation (3.51)), e qui équivaut à poser
R(j|r,−r) =
√
R(j|r + iπ
2
, r + iπ
2
)R(j|r − iπ
2
, r − iπ
2
)
R(j|iπ
2
, iπ
2
)R(j| − iπ
2
,−iπ
2
)
R(j|0, 0). (3.52)
Cette expression pose un problème quand on veut vérier la ontrainte (3.40) : omme
il intervient r ± iπ
2
dans les arguments de l'amplitude de réexion R, les fontions Sk
doivent être évaluées au bord de leur domaine de dénition Ana(Sk). La raine arrée
y est mal dénie à ause de la présene de ples et de zéros.
Mais revenons à une formulation du problème en terme de S ′k, qui doit aussi être
dénie au bord d'Ana(S ′k). Considérons le ple x =
i
2
et le zéro x = − i
2
de S ′k(x)
2
, dont
la présene déoule des équations (3.45) et (3.48). Les oupures de S ′k(x) qui partent de
es singularités ne doivent pas renontrer la ligne physique x ∈ R (où il faut évaluer S ′k
si on alule R(j|r,−r) pour j ∈ −1
2
+ iR). De plus, es oupures doivent être atteintes
simultanément par x− i
2
et x+ i
2
, si l'on veut que
R(j+ 1
2
|r,−r)
R(j− 1
2
|r,−r)
n'ait pas de oupure, omme
'est le as pour e− qui apparaît dans le membre de droite de (3.40) ‡7. Don, les deux
‡7
En faisant ette supposition, nous interprétons l'équation (3.40) omme devant être valable au
voisinage de la ligne physique j ∈ − 12 + iR. En fait, elle sera même valable dans tout le plan omplexe.
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oupures en question doivent être parallèles à l'axe x ∈ R et s'étendre dans le même
sens, soit x = ± i
2
+R+ ou x = ± i2 −R+ (voir la gure 3.3.2). On peut hoisir de même
toutes les oupures de la fontion S ′k, de telle sorte que (3.40) soit vériée sur tout le
plan omplexe.
On s'aperçoit alors que la fontionR(j|r,−r) ainsi dénie ne vérie pasR(j¯|r1, r2) =
R(j|r1, r2) à ause de ses oupures. Ce phénomène se produit pare que la raine arrée
qui intervient dans la dénition de R(j|r,−r) a alors une oupure pour des arguments
imaginaires purs, et ne vérie don pas
√
z¯ =
√
z. Cei montre qu'on peut résoudre
l'équation (3.40) sans résoudre pour autant l'équation (3.42).
Il est maintenant faile de trouver la solution pour toutes valeurs de r1, r2,
R(j|r1, r2) = R(j|r1 + r2
2
,
r1 + r2
2
)R(j|r1 − r2
2
,
r2 − r1
2
)R(j|0, 0)−1. (3.53)
Cette formule, ave les équations (3.51) et (3.52), onstitue la solution générale de
(3.40). Pour autant qu'on puisse se ontenter de résoudre ette ontrainte de fatori-
sation partiulière, nous onnaissons don ainsi le spetre des ordes ouvertes étirées
entre deux D-branes AdS2 de paramètres quelonques, à supposer
‡8
que l'on onnaisse
R(j|0, 0).
On peut vérier que les résultats obtenus sont orrets dans la limite semi-lassique
b → 0. Nous le ferons expliitement dans le ontexte des D1-branes dans le igare,
quand nous les aurons onstruites à partir de nos D-branes AdS2 .
Mais nous allons maintenant nous livrer à une autre vériation, exate elle-i.
3.3.3 Le diagramme du ylindre
Nous ommençons par aluler la fontion de partition des ordes ouvertes à une
boule Zouv(q) = Zcyl(q˜), à partir de la densité N(j|r1, r2) que nous avons déter-
minée. Nous ne traiterons pas les problèmes de régularisation ave autant de détail
que [PST02℄. Il sut pour notre alul de savoir que le aratère d'une représentation
ontinue de SL(2,R) est χP (q) à un fateur inni près, et que e fateur inni est mul-
tiplié par τ au ours de la transformation modulaire S : τ → − 1
τ
. De plus, nous avons
L'idée est que si r1 6= r2 l'équation (3.40) n'a pas de sens en tant que telle à ause des singularités que
nous avons signalées. L'interprétation de (3.40) que nous proposons sera justiée par la détermination
d'une amplitude de réexion unitaire et régulière et par l'aord ave le seteur de ordes fermées via
le alul du diagramme du ylindre.
‡8
Rappelons qu'il s'agit là du problème de la divergene de grand volume, qui a été résolu en
soustrayant la densité d'états d'une D-brane de référene N(P |0) = N(P |0, 0), voir (3.39).
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érit les états de bord et la densité des ordes ouvertes ave des normalisations préises,
mais nous négligerons maintenant les fateurs numériques (éventuellement dépendant
de b) pour alléger le alul. Nous omettrons aussi de soustraire expliitement les quan-
tités Zcyl0,0(q˜), N(P |0, 0), logR(j|0, 0) qui régularisent la divergene de grand volume (la
divergene en P = 0 de
∫
dP ). Mais il faut garder en mémoire que l'on peut don
soustraire du alul tout terme indépendant de r1, r2.
Don, nous avons
Zcylr1,r2(q˜) =
∫
dP N(P |r1, r2)χP (q)
=
∫
dP χP (q)
∂
∂P
(
logR(−1
2
+ iP |r1 + r2
2
,
r1 + r2
2
) + [r2 → −r2]
)
=
∫
dP χP (q)
∂
∂P
log
Sk(
r1+r2
2πb2
+ P )S ′k(
r1−r2
2πb2
+ P )
Sk(
r1+r2
2πb2
− P )S ′k( r1−r22πb2 − P )
=
∫
dP χP (q)
∫
dt
cos 2tb2P
sinh b2t sinh t
(
cos
r1 + r2
π
t+ cosh t cos
r1 − r2
π
t
)
t=2πP ′
=
∫
dP ′ χP ′(q˜)
[
cosh2 πP ′ cos 2r1P ′ cos 2r2P ′
sinh 2πb2P ′ sinh 2πP ′
(3.54)
−sinh
2 πP ′ sin 2r1P ′ sin 2r2P ′
sinh 2πb2P ′ sinh 2πP ′
]
. (3.55)
Cette quantité doit être omparée ave le diagramme du ylindre alulé à partir des
états de bord. Pour ela, il faut ommener par aluler leurs transformées de Fourier
par rapport aux variables arg(u) et |u|, dont on appelle n et p les impulsions‡9. On
introduit don les hamps
Φjn,p =
∫
d2ue−in arg(u)|u|−2j−2−ipΦju. (3.56)
On peut aluler leur fontion à un point à partir de (3.31),
〈
Φjn,p(z)
〉
r
=
e−r(2j+1) + (−1)ner(2j+1)
Γ(1 + j + n
2
)Γ(1 + j − n
2
)
Γ(1 + b2(2j + 1))Γ(2j + 1)
2−
3
4 b−
1
2ν
j+ 1
2
b δ(p)
|z − z¯|2∆j .(3.57)
On a don
Zcylr1,r2(q˜) =
∫
dP ′ χP ′(q˜)
∑
n∈Z
∫
dp
〈
Φ
− 1
2
+iP ′
n,p (
i
2
)
〉∗
r1
〈
Φ
− 1
2
+iP ′
n,p (
i
2
)
〉
r2
, (3.58)
‡9
Contrairement au as des D-branes S2, le alul diret de l'intégrale
∫
d2u ne donne pas le résultat
orret, ar la onjugaison omplexe de l'état de bord avant et après transformation de Fourier ne
sont pas équivalentes.
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où l'on doit négliger la dépendane en p et la divergene de
∑
n pour obtenir l'a-
ord ave le alul préédent de la même quantité. L'essentiel est de onstater que〈
Φ
− 1
2
+iP ′
n,p ( i2)
〉∗
r1
〈
Φ
− 1
2
+iP ′
n,p ( i2)
〉
r2
ne dépend de n qu'à travers sa parité, et donne (3.54)
si n est pair, (3.55) si n est impair.
3.3.4 Appliation aux D-branes AdS2 dans AdS3
Comme les D-branes AdS2 sont statiques, nous allons proposer [Rib02℄ d'inter-
préter les densités d'états alulées i-dessus omme les densités de ordes longues
(représentations ontinues) vivant sur les D-branes AdS2 dans AdS3 . Nous avons déjà
donné une onjeture pour le spetre des ordes ourtes dans la setion 2.3.3.
Nous proposons maintenant d'interpréter N(P |r, r) omme la densité de ordes
longues du seteur w ∈ 2Z vivant sur la D-brane de paramètre r (où w est le ot
spetral). De plus, nous avons vu que dans AdS3 , le ot spetral d'indie impair relie
les ordes vivant sur une D-brane AdS2 de paramètre r aux ordes étirées entre deux
D-branes r,−r. Nous onnaissons maintenant la densité d'état de es ordes ouvertes,
'est la quantité N(P |r,−r). Bien sûr, les aluls qui ont mené à e résultat sont relatifs
(il a fallu soustraire le spetre d'une D-brane donnée N(P |0, 0) pour régulariser), mais,
omme le spetre de la D-brane droite r = 0 est bien onnu, on peut déterminer
exatement le spetre des autres.
Le tableau suivant réapitule es résultats et onjetures :
Densité de ordes ouvertes sur une D-brane AdS2 (r)
w pair 1 +N(P |r, r)−N(P |0, 0)
Longues j = −1
2
+ iP
w impair 1 +N(P |r,−r)−N(P |0, 0)
Courtes j ∈ R ∀w 1
Densité de ordes ouvertes entre deux D-branes AdS2 (r1, r2)
w pair 1 +N(P |r1, r2)−N(P |0, 0)
Longues j = −1
2
+ iP
w impair 1 +N(P |r1,−r2)−N(P |0, 0)
Courtes j ∈ R ∀w 1
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Chapitre 4
D-branes dans le igare SL(2,R)/U(1)
Ce hapitre est onsaré au problème de la onstrution de D-branes dans SL(2,R)/U(1)
. Il s'agit d'un pendant naturel de l'étude des D-branes dans AdS3 pour plusieurs
raisons.
La première raison est que la théorie des ordes et des D-branes dans AdS3 doit
sa omplexité en partie au aratère Minkowskien de ette variété. Le modèle jaugé
SL(2,R)/U(1) , qui lui est diretement relié, est en revanhe une théorie Eulidienne,
mais toujours non rationnelle. On peut don espérer erner les problèmes spéiques
de la diretion temporelle en omparant les deux, et les isoler de la question de la non
rationnalité.
Une autre raison provient de l'exemple du as ompat. Dans e as, l'étude des
D-branes dans un modèle jaugé G/H a permis de onstruire de nouvelles D-branes
dans G lui-même, au point d'espérer réaliser l'ensemble des harges prédites pas la K-
théorie. Ces idées devraient être intéressantes aussi dans le as non ompat, où nous
sommes ependant enore loin de leur réalisation expliite.
4.1 Les modèles de Wess-Zumino-Witten jaugés
Le quotient SL(2,R)/U(1) qui nous intéresse est un exemple de modèle de Wess-
Zumino-Witten jaugé. En l'ourene, on jauge un sous-groupe U(1) du modèle de
Wess-Zumino-Witten assoié au groupe SL(2,R) . Cette onstrution est onnue depuis
longtemps et nous allons en rappeler les prinipaux points saillants, en suivant entre
autres [GQ92℄. Elle est bien omprise dans les as où l'on jauge un groupe ompat, y
ompris en e qui onerne la onstrution des D-branes. Nous insisterons don sur les
partiularités du as de SL(2,R)/U(1) .
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4.1.1 Construtions générales
Considérons le modèle de Wess-Zumino-Witten dérivant les ordes fermées dans
un groupe de Lie G, et un sous-groupe H de G. On peut introduire des hamps de jauge
A, A¯ pour les symétries loales de multipliation à gauhe et à droite par des éléments
de H ; es hamps sont des éléments de l'algèbre de Lie h de H . L'ation jaugée,
s'obtient à partir de l'ation du modèle de Wess-Zumino-Witten (2.1) en remplaçant
∂g et ∂¯g par les dérivées ovariantes ∂g + Ag et ∂¯g − gA¯, et en ajoutant un terme
quadratique en A. Cependant, ette ation jaugée ne possède pas néessairment la
symétrie loale
g → h−1G (z)ghD(z¯), A→ h−1G (z)(A + ∂)hG(z), A¯→ h−1D (z¯)(A¯ + ∂¯)hD(z¯). (4.1)
Si le groupe H est non abélien, seule est réalisée la symétrie vetorielle,
HV : g → h−1gh. (4.2)
Si le groupe H est abélien, en plus de la symétrie vetorielle, on peut jauger la symétrie
axiale,
HA : g → hgh. (4.3)
Ces deux symétries sont reliées par un hangement de signe dans l'algèbre de Lie du
seteur Droit, en partiulier A¯ → −A¯. Nous avons déjà renontré une telle transfor-
mation dans le as des ordes en espae plat dans la setion 1.1.3, il s'agissait de la
T-dualité. Dans le as présent, il s'agit aussi de la T-dualité dans la desription du
modèle jaugé en termes d'espae-temps.
Cette desription s'obtient en eetuant l'intégrale sur les hamps de jauge dans
l'intégrale de hemin du modèle. On obtient ainsi un modèle sigma, dont la géométrie
est elle du quotient G/H (où H agit sur G par symétrie vetorielle ou axiale selon
le as), et dont le dilaton est non trivial ontrairement à elui du modèle de Wess-
Zumino-Witten initial. Dans le as où H est abélien, la symétrie (vetorielle ou axiale)
qui n'a pas été jaugée reste une symétrie globale du quotient.
Notons que, même dans le as non-abélien, il peut exister d'autres quotients que
le quotient vetoriel, appelés quotients asymétriques. On les obtient en utilisant des
automorphismes de H (voir [QS03℄). La théorie onforme orrespondante est alors
hétérotique : les seteurs droit et gauhe sont diérents. En revanhe, dans le as du
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modèle jaugé vetoriel, la théorie onforme dérivant la propagation des ordes fermées
s'obtient en utilisant la même algèbre hirale A(G/H) dans les deux seteurs. Il en va
évidemment de même pour le modèle jaugé axial dans le as abélien, puisque sa théorie
onforme est identique à elle du modèle jaugé vetoriel qui lui est T-dual.
Nous n'allons pas dérire expliitement l'algèbre hirale A(G/H). Nous nous on-
tenterons de mentionner qu'elle s'obtient à partir du produit gˆ ⊗ hˆ en imposant
ertaines ontraintes, et que les générateurs de Virasoro de A(G/H) sont donnés par
LA(G/H)n = L
gˆ
n − Lhˆn . (4.4)
Dans ette formule, l'idée de soustraire les degrés de liberté orrespondant au sous-
groupe H apparaît lairement. Les représentations de A(G/H) s'obtiennent en déom-
posant elles de gˆ en représentations de hˆ ,
Rˆgˆλ =
⊕
µ
Rˆ
A(G/H)
(λ,µ) ⊗ Rˆhˆµ , (4.5)
où l'on a indié par λ et µ les représentations de gˆ et hˆ respetivement.
La théorie onforme orrespondant au modèle de Wess-Zumino-Witten jaugé ve-
toriellement a pour fontion de partition l'invariant modulaire diagonal de l'algèbre
hirale A(G/H). Dans le as ompat, elle est rationnelle, et la théorie de Cardy per-
met de onstruire ertaines D-branes. Nous verrons plus loin l'exemple du quotient
SU(2)/U(1) .
4.1.2 Cordes fermées dans SL(2,R)/U(1)
Pour trouver la géométrie de l'espae-temps assoié au modèle de Wess-Zumino-
Witten jaugé SL(2,R)/U(1) , il faut d'abord onnaître l'ation des symétries vetorielle
et axiale dans SL(2,R) . Cette ation s'exprime simplement dans les oordonnées
globales (ρ, θ, t). Rappelons que le temps t de SL(2,R) est périodique. Considérons
maintenant le sous-groupe U(1) de SL(2,R) formé des matries
h =
(
cos t sin t
− sin t cos t
)
. (4.6)
Alors l'ation axiale de e sous-groupe sur SL(2,R) orrespond à la translation du
temps t, alors que l'ation vetorielle orrespond à la rotation de l'angle θ.
La géométrie du modèle jaugé axial est régulière, puisque l'ation axiale est sans
point xe. Il s'agit du trou noir bidimensionnel à deux dimensions, onnu sous le nom
88 D-branes dans le igare SL(2,R)/U(1)
ρ
0
θt
x
Fig. 4.1  La trompette et le igare sont deux géométries T-duales.
t
θ
AdS3 Trompette
Cigare
Fig. 4.2  La trompette et le igare s'obtiennent en jaugeant respeivement les dire-
tions θ et t d'AdS3 .
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de igare. C'est une solution de la supergravité ave une métrique non triviale et
un dilaton non onstant réé lors du jaugeage, alors que le hamp H = dB disparaît
pour des raisons purement dimensionnelles. Le modèle jaugé vetoriel, lui, donne une
géométrie appelée trompette dont la métrique et le dilaton sont singuliers en ρ = 0.
En voii des expressions expliites :
SL(2,R) : ds2 = k
(
dρ2 − cosh2 ρ dt2 + sinh2 ρ dθ2) (4.7)
Cigare : ds2 = k
(
dρ2 + tanh2 ρ dθ2
)
; eΦ =
eΦ0
cosh ρ
(4.8)
Trompette : ds2 = k
(
dρ2 + coth2 ρ dt2
)
; eΦ =
eΦ0
sinh ρ
. (4.9)
Remarquons que dans le as de la trompette, lorsqu'on jauge la diretion eulidienne
θ, la signature de la diretion t hange et devient eulidienne.
La gure 4.1.2 représente le igare et la trompette et met en évidene leur aratère
T-dual. La gure 4.1.2 montre, elle, omment les deux se déduisent d'AdS3 .
Le modèle jaugé est bien dérit par la géométrie du igare dans la limite semi-
lassique k → ∞. En revanhe, la trompette n'est pas une bonne desription de la
théorie des ordes même dans ette limite, à ause non seulement de sa singularité
en ρ = 0, mais aussi de la périodiité 2π
k
de l'angle t. Cette périodiité provient de
la dénition préise du modèle jaugé, et orrespond à e qu'on obtient en appliquant
la T-dualité au igare dans la diretion θ. Pour des travaux réents sur l'image par
T-dualité de la version supersymétrique du igare, voir [Ton03, HK01℄.
On peut se faire une idée assez préise du spetre des ordes fermées dans le igare
par l'analyse harmonique. Dans la limite semi-lassique, les états de orde dont la masse
tend vers zéro se réduisent aux fontions sur le igare (nous vérierons expliitement
e prinipe général quand nous onnaîtrons le spetre exat). En présene d'un dilaton,
leur énergie est mesurée par le Laplaien
‡1
∆ =
1
e−2Φ
√
det g
∂µe
−2Φ√det g gµν∂ν . (4.10)
Dans les as de SL(2,R) , du igare et de la trompette, et opérateur vaut
k∆SL(2,R) = ∂
2
ρ + (coth ρ+ tanh ρ) ∂ρ + (tanh
2 ρ− 1) ∂2t + (coth2 ρ− 1) ∂2θ ,
k∆cigare = ∂
2
ρ + (coth ρ+ tanh ρ)∂ρ + coth
2 ρ ∂2θ ,
k∆trompette = ∂
2
ρ + (coth ρ+ tanh ρ)∂ρ + tanh
2 ρ∂2t .
‡1
Cela peut se déduire de l'ation de la supergravité.
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On herhe des fontions propres simultanées de ∆, ∂t, ∂θ de valeurs propres −4E, ip, in
respetivement. Ce sont des fontions hypergéométriques du type
Kjn p = e
ipt+inθ coshp ρ sinh|n| ρ F
( |n|+ p
2
+ j + 1,
|n|+ p
2
− j, |n|+ 1 ;− sinh2 ρ
)
,(4.11)
ave, selon le as,
SL(2,R) : ESL(2,R) = −j(j + 1)
k
, (4.12)
Cigare : p = 0 , Ecigare = −j(j + 1)
k
+
n2
4k
, (4.13)
Trompette : n = 0 , Etrompette = −j(j + 1)
k
+
p2
4k
. (4.14)
La positivité de l'énergie, et le omportement à l'inni des fontions d'ondes (dont
la norme L2 doit être nie pour les états liés, et diverger omme
∫
1 pour les états
asymptotiques), dénissent les valeurs permises des paramètres j, n, p. Dans le as du
igare, on trouve j ∈ −1
2
+ iR, e qui orrespond aux représentations ontinues de
SL(2,R) . Dans la trompette, il existe de plus des états liés j ∈ R, qui orrespondent
aux représentations disrètes de SL(2,R) . La positivité de l'énergie impose alors |j| <
|p|
2
.
La T-dualité, en général, éhange les modes d'impulsion et les modes d'enroulement.
Les fontions sur la trompette dérivent don les modes d'enroulement de la théorie
des ordes dans le igare. On a en fait p = kw, où w ∈ Z est le nombre d'enroulement.
Les résultats exats de [DVV92, HPT02℄ onrment ette image géométrique. On
trouve en eet un spetre formé d'états ontinus et disrets. Il s'obtient en appliquant
des opérateurs de réation à des modes zéros, qui sont paramétrés par j, n, w et sont
des veteurs propres de L0 et L¯0 de valeurs propres
L0 = −j(j + 1)
k − 2 +
(n+ kw)2
4k
, (4.15)
L¯0 = −j(j + 1)
k − 2 +
(n− kw)2
4k
. (4.16)
L'énergie totale d'un mode zéro,
1
2
(L0 + L¯0), se réduit aux expressions semi-lassiques
dans le igare et la trompette (respetivement p = 0 et n = 0, p = kw), à la renormal-
isation k → k − 2 près.
Dans le as des états ontinus, j ∈ −1
2
+ iR et toutes les valeurs de n, w appa-
raissent dans le spetre, ave ependant une densité d'états non triviale. En revanhe,
les états disrets sont soumis à des ontraintes d'unitarité et de positivité de l'énergie.
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La ontrainte d'unitarité renforée exige −k−1
2
< j < −1
2
(dans [DVV92℄, seule
−k
2
< j < −1
2
était exigée). On doit avoir de plus |kw| > |n|, et −j + 1
2
(|n| − |kw|)
doit être un entier positif. Cei revient à demander que (j, ±n+kw
2
) soient le spin et le
moment magnétiques d'états de D−j .
L'énoné de es ontraintes ahève notre rapide exposition du spetre des ordes
fermées du modèle jaugé SL(2,R)/U(1) .
4.1.3 Cordes et D-branes dans les quotients ompats
Le modèle jaugé le plus simple est SU(2)/U(1) . De plus, il s'agit d'un prolongement
analytique du igare. Nous allons don en rappeler quelques aratéristiques [MMS01℄.
D'abord, la géométrie est elle d'une lohe. Il s'agit topologiquement d'un disque,
mais le terme lohe est utilisé pour insister sur la divergene de la métrique et du
dilaton au bord,
Cloche : ds2 = k
(
dr2 + tan2 r dφ2
)
; eΦ =
eΦ0
cos r
, (4.17)
ave r ∈ [0, π
2
]. La T-dualité est plus simple que dans le as de SL(2,R)/U(1) , puisque
la Clohe est T-duale à son propre orbifold par Zk (rappelons que k doit être entier
dans le as ompat), où Zk agit par translations d'angle
2π
k
de φ.
Rappelons que l'orbifold est l'opération de la théorie des ordes qui orrespond au
quotient de l'espae-temps par un groupe de symétries disret. Cette opération est un
peu plus ompliquée que la simple quantiation supplémentaire des impulsions qui la
aratérise au niveau des partiules pontuelles ; par exemple elle engendre l'apparition
d'états tordus dans le spetre, et modie la quantiation du nombre d'enroulement,
qui peut être frationnaire et non plus entier. Ce phénomène est similaire à l'apparition
de poids frationnaires symétriques dans le spetre des D-branes en forme de lasses
de ω-onjugaison (voir la setion 2.2.2).
Au niveau de la théorie onforme, ela signie que la théorie SU(2)/U(1) (des
parafermions ompats) est identique à son orbifold par Zk. Sa fontion de partition
est :
Zcloche(q) =
k
2∑
j=0
k+1∑
n=−k
|χ(j,n)(q)|2, (4.18)
où n indie les représentations de l'algèbre des ourants û(1) , et le spin j orrespond aux
représentations de ŝu(2) . Les aratères χ(j,n) des représentations de l'algèbre hirale
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2pi n/k
0 r
φ
2pi j/k T
Fig. 4.3  Une D1-brane de paramètres (j, n) dans la lohe, et une B-brane obtenue
par T-dualité.
A(SU(2)/U(1)) sont dénis à partir de la relation générale (4.5), en déomposant les
aratères de ŝu(2) ,
χ
SU(2)
j (q, z) =
k+1∑
n=−k
χ(j,n)(q)χ
U(1)
n (q, z), (4.19)
où la variable supplémentaire z des aratères non spéialisés χ(q, z) permet de prendre
en ompte une isométrie U(1) de générateur J3,
χ(q, z) = TrqL0−
c
24 zJ
3
0 . (4.20)
En l'ourene, l'isométrie U(1) hoisie pour dénir le aratère spéialisé χ
SU(2)
j (q, z)
est le groupe U(1) qui apparaît dans SU(2)/U(1) .
Considérons maintenant les D-branes dans la lohe. On peut onstruire les états
de Cardy, qui orrespondent à des D-branes préservant la symétrie A(SU(2)/U(1) ),
appelées parfois les A-branes ou D-branes de type A. Elles sont indiées par les représen-
tations (j, n) de A(SU(2)/U(1) ). Géométriquement, e sont des D1-branes, dont la
longueur dépend de j et l'orientation dépend de n. Les deux sont quantiées (voir la
gure 4.1.3).
Il existe néessairement d'autre D-branes dans la théorie, omme le montre l'appli-
ation d'un orbifold Zk suivi de la T-dualité. En eet, ette opération donne la même
théorie de ordes fermées, mais transforme les D1-branes de type A en D2-branes lo-
alisées près du entre r = 0 de la lohe. Ces D-branes de type B sont instables et
4.2 Résultats semi-lassiques sur les D-branes dans SL(2,R)/U(1) 93
Cloche
SU(2)
Fig. 4.4  Les D-branes dans la lohe s'obtiennent à partir des D-branes S2 dans
SU(2) . Ii SU(2) est représenté omme une sphère pleine, et l'axe de rotation qui
dénit la diretion jaugée U(1) est représenté.
brisent la symétrie A(SU(2)/U(1) ). La situation est analogue aux D-branes dans U(1) :
les états de Cardy orrespondent aux D0-branes, mais la T-dualité les transforme en
d'autres D-branes qui brisent la symétrie hirale.
Les B-branes dans la lohe sont indiées par j, qui orrespond à leur rayon. Si
l'on onsidère la lohe omme un SU(2) aplati, on peut voir es B-branes omme des
D-branes S2 aplaties. D'ailleurs, les D1-branes de type A desendent également de
D-branes S2 de SU(2) , mais symétriques par rapport à la diretion U(1) jaugée (voir
la gure 4.1.3).
Ces résultats peuvent se généraliser à de nombreuses théories onformes rationnelles
orrespondant à des quotients de groupes ompats, éventuellement asymétriques [QS03℄.
Les B-branes peuvent être obtenues par la théorie de Cardy, à ondition de l'appliquer
à une algèbre hirale plus petite que A(G/H).
4.2 Résultats semi-lassiques sur les D-branes dans
SL(2,R)/U(1)
L'étude semi-lassique des D-branes dans SL(2,R)/U(1) peut nous donner des
indiations intéressantes sur leur existene et leurs propriétés. Naturellement, nous ne
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nous attendons pas à trouver des résultats exats omme dans les variétés de groupe,
puisque déjà au niveau des ordes fermées les états d'enroulement n'ont pas d'équivalent
semi-lassique.
Cette setion se base sur des résultats non publiés, obtenus pour partie en ollabo-
ration ave A. Fotopoulos, C. Bahas et M. Petropoulos.
4.2.1 La géométrie des D-branes
Les D-branes dans le igare que nous allons disuter seront représentées dans la
gure 4.2.1, qui montrera en outre omment elles desendent de D-branes dans AdS3 .
Nous ommençons par reherher des D0-branes pontuelles. L'ation de Born-
Infeld se réduit alors à e−Φ = e−Φ0 cosh ρ. Don, la D0-brane ne peut exister qu'au
sommet ρ = 0 du igare.
Le as des D1-branes se traite failement en utilisant la variable u = sinh ρ. Alors,
les hamps de fond du igare deviennent
Cigare : ds2 =
du2 + u2dθ2
1 + u2
, eΦ = (1 + u2)−
1
2 . (4.21)
L'ation de Born-Infeld pour une D1-brane dans es oordonnées est
SBI ∝
∫ √
u′2 + u2θ′2 . (4.22)
Don les D1-branes sont des lignes droites dans le plan (u, θ), leur équation dans les
oordonnées d'origine (ρ, θ) est don
sinh ρ sin(θ − θ0) = constante = sinh r. (4.23)
Comme les A-branes dans la lohe, es D1-branes ont deux paramètres (un radial r et
un angulaire θ0), qui ne sont ependant pas quantiés. Ils orrespondent aux paramètres
des D-branes AdS2 dans AdS3 dont nos D1-branes desendent. Ces D-branes AdS2
sont en eet invariantes par l'isométrie (axiale) de translation temporelle qui est jaugée
pour obtenir le igare SL(2,R)/U(1) . L'intuition géométrique, selon laquelle on peut
alors projeter la D-brane AdS2 dans la variété quotient, est justiée au niveau de la
théorie onforme dans le as ompat (nous avons vu elui de SU(2)/U(1) ), et on
s'attend don à e qu'elle soit valable aussi pour le igare. On peut en fait dénir une
proédure orrespondante de projetion de l'état de bord [PST02℄, que nous mettrons
à prot pour déire la théorie onforme au bord assoiée à es D1-branes.
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Fig. 4.5  Les D-branes dS2, H2 et AdS2 dans AdS3 , et les D-branes dans le igare
qui leur orrespondent.
Les D2-branes dans le igare, elles, sont l'équivalent des B-branes dans la lohe.
Comme es dernières, nous pouvons les dérire omme des solutions des équations de
Born-Infeld. Nous pouvons aussi les déduire de ertaines D-branes dans AdS3 , qui ne
sont pas invariante par la translation temporelle que nous jaugeons : les lasses de on-
jugaison H2 et dS2. Nous nous attendons don à trouver des D2-branes reouvrant tout
le igare desendant des H2, et des D2-branes dans la région ρ ≥ constante desendant
des dS2.
L'ation des D2-branes dans le igare est :
SBI ∝
∫
cosh ρ
√
tanh2 ρ+ F 2ρθ. (4.24)
La solution dépend d'un paramètre β,
F 2ρθ =
β2 tanh2 ρ
cosh2 ρ− β2 . (4.25)
Dans le as β ≤ 1 (on pose β = sin r), le hamp F est bien déni pour toute valeur de
ρ. On peut même l'intégrer pour trouver le hamp A tel que F = dA. Si l'on suppose
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Aρ = 0 et que l'on exige par régularité Aθ(ρ = 0) = 0, on trouve
Aθ(ρ) = r − arctan
 tan r√
1 + sinh
2 ρ
cos2 r
 . (4.26)
Ainsi, le paramètre r orrespond à la valeur du hamp Aθ à l'inni. En fait, on peut
même l'identier omme le paramètre de la D-brane H2 de AdS3 dont desend notre
D2-brane, si l'on érit l'équation de la D-brane H2
cosh ρ cos t = sin r. (4.27)
En eet, la densité de la D-brane qui desend de ette D-brane H2 peut se aluler
géométriquement omme
∫
dt δ (g(t, ρ, θ) ∈ H2(r)) = cos r√
cosh2 ρ−sin2 r
. La distribution
δ (g ∈ H2(r)) mesure en eet l'appartenane du point g d'AdS3 à la D-brane H2 de
paramètre r, dont la densité est onstante par symétrie SL(2,R) . Or la densité de la
D2-brane de paramètre r dans le igare peut s'estimer au moyen du dilaton de ordes
ouvertes [SW99℄,
eΦouv = eΦ
√
det(gˆ + F )gˆ−1 =
1√
cosh2 ρ− sin2 r
, (4.28)
qui onorde ave l'expression déduite de la D-brane H2(r).
Le as β > 1 donne des D-branes qui ne ouvrent pas tout le igare, ar F doit
être réel d'où cosh ρ ≥ β. Nous n'épiloguerons pas sur la relation ave les D-branes dS2
dans AdS3 . Nous allons plutt dérire les D-branes T-duales dans la trompette. Bien
qu'inorrete à ause de la divergene du dilaton en ρ = 0, ette desription permet de
mieux omprendre la géométrie, voire la dynamique, des D-branes dans le igare.
Les D0-branes dans la trompette ne peuvent vivre ailleurs que sur la singularité
ρ = 0. Mais alors leur ation est nulle, et de toute façon on ne fait plus onane à la
desription semi-lassique. Les D1-branes, elles, sont failement dérites en oordonneés
(v = cosh ρ, t), où l'ation de Born-Infeld devient simplement : SBI ∝ ∫ √dv2 + v2dt2.
Les D1-branes sont don des lignes droites
‡2
dans e plan peré, le disque v ≤ 1
n'étant pas physique. Une D1-brane qui renontre e disque est T-duale d'une D2-
brane reouvrant le igare, et une D1-brane qui ne le renontre pas est T-duale d'une
D2-brane d'équation ρ ≥ constante reouvrant partiellement le igare (voir la gure
4.2.1).
‡2
Sauf des D1-branes en forme d'ars de erle ρ = 0, mais elles vivent dans la région de fort
ouplage et leur interprétation physique est très douteuse.
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v<1 v<1
θ
t
ρ
Fig. 4.6  Les D-branes dans le igare et les D-branes orrespondantes dans la
trompette. Les D1-branes dans la trompette sont en outre traées omme des droites
dans le plan (v = cosh ρ, t), qui renontrent ou non le erle limite ρ = 0.
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4.2.2 Les états liés D2-D0
On peut se demander si, à l'image de phénomènes qui se produisent dans SU(2)
[BDS00, ARS00℄ et SU(2)/U(1) , il est possible de former des D2-branes dans le igare
omme états liés de D0-branes. On peut d'abord remarquer que l'énergie d'une D2-
brane ouvrant le igare est innie alors que elle d'une D0-brane est nie. Une question
plus pertinente est don : peut-on former un état lié d'une D2-brane (de paramètre r)
ave ND0 D0-branes ? Le alul de la harge
∫
D2
F , dont haque D0-brane porte une
unité, nous donne le paramètre r′ de la nouvelle D2-brane ainsi réée,
r′ − r = 2π
k
ND0. (4.29)
On peut montrer que la formation de et état lié est énergétiquement possible, E(r′) ≤
E(r) +ND0E(D0).
Bien sûr, il serait intéressant de retrouver ette quantiation de r au niveau des
états de bord, omme 'est le as pour les D-branes dans SU(2) et SU(2)/U(1) .
Cependant, il est tout aussi possible (et nous verrons des indiations dans e sens) que
les théories onformes au bord orrespondant à toutes les valeurs de r soient ohérentes,
mais que seules des familles de D-branes quantiées vériant (4.29) puissent oexister.
Cependant, le domaine physique du paramètre r est r ∈ [0, π
2
]. Que se passe-t-
il don si l'on ajoute plus de D0-branes que r n'en peut absorber ? Bien que nos
approximations semi-lassiques ne soient alors plus valables, elles nous fournissent une
image géométrique de e qui peut se produire. En eet, la famille des D2-brane de
paramètre β > 1 fournit des andidats naturels pour le devenir de notre D2(r)-brane.
Quand r atteint π
2
, le hamp F sur la D2-brane devient ritique et le laquage ainsi
produit se traduit vraisemblablement par le detahement de la D2-brane du point
ρ = 0. Ce phénomène se visualise bien dans le as T-dual de la trompette. Cependant,
la harge
∫
D2
F ne dépend plus de β pour β > 1 ; la D2-brane ne peut don plus former
d'états liés ave des D0-branes supplémentaires. Cei n'est pas surprenant, puisqu'elle
ne reouvre plus le voisinage de ρ = 0 et n'interagit don plus fortement ave les
D0-branes qui y seraient loalisées.
4.2.3 Le spetre et les enroulements demi-entiers
Nous avons onstaté, au ours de notre étude des D-branes symétriques dans les
variétés de groupes, que la dynamique des utuations quadratiques de l'ation de
Born-Infeld était régie par le Laplaien de la métrique de orde ouverte. Ce résultat
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orrespond à e qu'on attend en général pour le spetre des ordes ouvertes en présene
d'un hamp F [SW99℄. Nous allons ii emprunter un raouri et étudier diretement
le spetre du Laplaien de orde ouverte des D-branes dans le igare. Cela permet de
déterminer quelles représentations apparaissent dans le spetre et ave quelle multi-
pliité, sans ependant vérier la struture des modes zéro de haque représentation.
L'analyse omplète des utuations de l'ation de Born-Infeld a par ailleurs été ee-
tuée par A. Fotopoulos [Fot03℄.
En présene d'un dilaton, le Laplaien de orde ouverte est :
∆ouv =
1
e−2Φouv
√
det gouv
∂µe
−2Φouv√det gouv gµνouv∂ν , (4.30)
où nous avons déjà déni eΦouv , eq. (4.28), et nous dénissons la métrique de orde
ouverte,
gouv = gˆ − F gˆ−1F. (4.31)
Pour la D2-brane qui ouvre le igare, es objets valent,
ds2ouv =
k
cosh2 ρ− sin2 r
(
cosh2 ρdρ2 + sinh2 ρdθ2
)
, eΦouv =
eΦ0√
cosh2 ρ− sin2 r
,(4.32)
dont on déduit
k∆ouv =
2
sinh 2ρ
∂ρ tanh ρ (cosh
2 ρ− sin2 r)∂ρ + cosh
2 ρ− sin2 r
sinh2 ρ
∂2θ . (4.33)
L'introdution de la variable y = sinh2 ρ/ cos2 r permet d'éliminer le paramètre r,
et de se ramener à l'analyse harmonique sur le igare que nous avons déjà évoquée.
Mais omme la variable radiale physique reste ρ, les oeients de réexion auront un
fateur dépendant de r. Plus préisément, le Laplaien en termes de y est k∆ouv =
4∂yy(y+1)∂y+
y+1
y
∂2θ , les fontions propres sont don des fontions hypergéométriques
qui se omportent à l'inni omme
Γ(n+ 1)
[
Γ(−2j − 1)
Γ(−j + n/2)2y
−j−1 +
Γ(2j + 1)
Γ(j + 1 + n/2)2
yj
]
, (4.34)
où l'énergie est −j(j+1), et le moment angulaire n. Ainsi, l'amplitude de réexion est
R(j, n|r) = (cos2 r)2j+1R(j, n|0), (4.35)
e qui donne un terme log cos r dans la densité d'états.
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w=1/2 w=0
Fig. 4.7  Une D1-brane dans le igare, et deux états de ordes ouvertes d'enroulements
w = 1
2
et w = 0.
Considérons maintenant une D1-brane dans le igare. L'analyse harmonique nous
donne également la dépendane de la densité spetrale vis-à-vis du paramètre radial,
soit un terme log cosh r. Cependant, la géométrie nous suggère qu'il existe d'autre états
que les états d'enroulement zéro, es autres états ne s'identient pas ave des fontions
dans la limite semi-lassique. En eet, une D1-brane a deux branhes à l'inni et il peut
don exister non seulement des états d'enroulement entier omme 'est le as pour les
ordes fermées, mais aussi des états d'enroulement demi-entier orrespondant à des
ordes ouvertes s'étirant entre les deux branhes de la D1-brane (voir la gure 4.2.3).
Certes, e nombre d'enroulement demi-entier n'est pas onservé, puisqu'il n'a auun
fondement topologique. Sa situation est don similaire à elle du nombre d'enroulement
w des ordes fermées dans SL(2,R)/U(1) (qui est entier), mais aussi du ot spetral
w dans SL(2,R) qui lui orrespond diretement.
Ces onsidérations géométriques suggèrent don qu'il existe des états d'enroulement
demi-entier dans le spetre des ordes ouvertes sur une D1-brane de SL(2,R)/U(1) ,
dont la densité spetrale n'a pas a priori de limite semi-lassique. Don, elle peut diérer
de elle des ordes ouvertes ne s'enroulant pas. Nous allons maintenant onrmer es
préditions par un alul exat de l'amplitude du ylindre.
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4.3 Constrution d'états de bord
Notre stratégie pour onstruire les D-branes dans SL(2,R)/U(1) va onsister à
desendre les états de bord onnus dans H3 , après avoir eetué une rotation de
Wik (p → ip). Elle s'inspire des onstrutions équivalentes dans le as des modèles
jaugés ompats. Nous n'essaierons don pas d'évaluer diretement les ontraintes de
fatorisation dans le modèle jaugé SL(2,R)/U(1) , e qui serait diile tehniquement
et n'apporterait pas susamment d'informations, à ause du aratère ompliqué de
l'algèbre hirale A(SL(2,R)/U(1) ) et de la possibilité pour les D2-branes de briser
ette symétrie. Nous faisons onane à la proédure de dédution à partir des D-
branes dans H3 , pour garantir la ohérene de nos onstrutions.
Les résultats exposés dans ette setion sont issus d'un travail, non enore publié,
eetué en ollaboration ave V. Shomerus.
4.3.1 Les D1-branes
Une expression pour l'état de bord d'une D1-brane dans le igare a déjà été on-
jeturée dans [PST02℄. On part de l'état de bord d'une D-brane AdS2 dans H3 , érit
sous forme de la fontion à un point d'un état propre Φjnp d'impulsion p et de moment
angulaire n, voir la formule (3.57). On peut interpréter et état omme un état de
nombre d'enroulement w dans le igare, à la ondition p = ikw. Il reste à transformer
le fateur δ(p), qui reète l'invariane par translation temporelle de la D-brane AdS2 ,
en un fateur δw,0, qui signie que la D1-brane dans le igare ne se ouple qu'aux états
d'enroulement nul. On obtient don :
〈
Φjn,w(z)
〉
D1(r)
=
e−r(2j+1) + (−1)ner(2j+1)
Γ(1 + j + n
2
)Γ(1 + j − n
2
)
Γ(1 + b2(2j + 1))Γ(2j + 1)
2−
3
4 b−
1
2 ν
j+ 1
2
b δw,0
|z − z¯|2∆j .(4.36)
En prinipe, ette formule n'est valable que pour la série ontinue j ∈ −1
2
+ iR, la
série disrète n'apparaissant pas dans le spetre des ordes dans H3 . Mais, dans
SL(2,R)/U(1) , tous les états disrets ont un enroulement w non nul (ela déoule
de la ontrainte |kw| > |n| que nous avons énonée), et il est naturel de supposer que
leur fontion à un point en présene d'une D1-brane est nulle.
Le alul du diagramme du ylindre dière du alul analogue dans H3 essen-
tiellement
‡3
pour la raison suivante : l'entier n n'est plus l'indie d'un état d'une
‡3
Une diérene inessentielle est la quantiation de p = ikw, qui n'apparaît que dans un fateur
global.
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représentation de spin j de l'algèbre hirale, mais sert maintenant lui-même à indier
les représentations. En partiulier, l'énergie L0 dépend de n, e qui aete les ar-
atères χ
SL(2,R)/U(1)
(j,n) (q) = q
b2P 2+n2/4k/η(τ)2. La somme sur n ne donne don pas un
fateur inni.
On alule don
ZcylD1(r)(q˜) ∝
∫
dP
∑
n∈Z
χ
SL(2,R)/U(1)
(− 1
2
+iP,n)
(q˜)
∣∣∣∣∣
〈
Φ
− 1
2
+iP
n0 (
i
2
)
〉
D1(r)
∣∣∣∣∣
2
. (4.37)
Nous eetuons toujours impliitement un alul relatif, en soustrayant ZcylD1(0), pour
régulariser la même divergene du volume que dans le as de la D-brane AdS2 dans
H3 .
Nous obtenons
ZcylD1(r)(q˜) ∝
∫
dP
1
sinh 2πb2P sinh 2πP
×
[
(cosh2 πP cos2 2rP + sinh2 πP sin2 2rP )
∑
n∈Z
q˜
n2
4k
+ (cosh2 πP cos2 2rP − sinh2 πP sin2 2rP )(
∑
n∈2Z
−
∑
n∈2Z+1
)q˜
n2
4k
]
.
Nous avons don deux termes à aluler, ave des dépendanes en n diérentes. Par
resommation de Poisson de
∑
n, le premier terme orrespond à des états de nombre
d'enroulement w ∈ Z, et le seond à des états de nombre d'enroulement w ∈ Z+ 1
2
. Ces
deux seteurs auront évidemment des densités d'états diérentes. On peut poursuivre
le alul et montrer que la densité d'états du seteur w ∈ Z est la même que elle des
ordes ouvertes sur une D-brane AdS2 (r) dans AdS3 , alors que la densité d'état du
seteur w ∈ Z+ 1
2
est N(P |r,−r), dont nous rappelons l'expression,
N(P |r,−r) = 1
2πi
∂
∂P
log
S ′k(
r
πb2+P
+ P )
S ′k(
r
πb2−P )
+ r − inde´p., (4.38)
où la fontion S ′k est dénie par la formule (3.46). Nous avons don
ZcylD1(r)(q˜) = Z
ouv
D1(r)(q) ∝
∫
dP ′
qb
2P ′2
η(τ)2
N(P ′|r, r)∑
w∈Z
qkw
2
+N(P ′|r,−r)
∑
w∈Z+ 1
2
qkw
2
 .(4.39)
Cela orrespond bien à l'intuition géométrique que les ordes d'enroulement w = 1
2
vivant sur une D1-brane dans le igare desendent des ordes de ot spetral w = 1
2
vivant sur une D-brane AdS2 dans H3 .
4.3 Constrution d'états de bord 103
On peut en outre onsidérer les limites semi-lassiques des densités d'états mises
en jeu. En se onentrant sur les termes qui dépendent de r, on trouve
limb→0N(P |r, r) = 1
π
∫ ∞
0
dt
t
(
cos 2tr
π
sinh t
− 1
t
)
. (4.40)
Après diérentiation par rapport à r et utilisation de l'identité 2
π
∫∞
0
dt
sin 2tr
pi
sinh t
= tanh r,
on aboutit à la onlusion que la dépendane en r de limb→0N(P |r, r) est un terme
log cosh r, e qui onorde ave le alul semi-lassique de l'amplitude de réexion
évoqué dans la setion préédente.
4.3.2 Les D2-branes qui reouvrent le igare
Le as des D2-branes dans le igare est a priori beauoup plus ompliqué que elui
des D1-branes. En eet, es D-branes sont similaires aux B-branes dans SU(2)/U(1) ;
les D-branes H2 d'AdS3 dont elles desendent ne sont pas invariantes par l'isométrie
que l'on jauge. De surroît, ette isométrie agit dans une diretion temporelle, e qui
requiert de prolonger analytiquement des états de bord de H3 , et de quantier leur
impulsion, p = ikw. Comme si ela ne susait pas, on s'attend de plus à e que nos D2-
branes se ouplent à des états d'enroulement, ar elles sont invariantes par la rotation
du igare (en outre, es ouplages déoulent de ouplages géométriques des D-branes H2
d'AdS3 , qui sont non nuls dans la limite semi-lassique). Cela nous oblige en prinipe
à inlure une ontribution non nulle des représentations disrètes dans l'état de bord.
Nous n'essaierons pas d'aborder les diultés oneptuelles liées à es problèmes,
ni de justier théoriquement la proédure de onstrution de l'état de bord que nous
utiliserons. Nous nous ontenterons de onstater que, par une espèe de mirale alu-
latoire, toutes es diultés n'ont pas d'impat sur le alul de l'amplitude du ylindre,
au point que e alul ne nous permettra même pas de déterminer si les représentations
disrètes doivent ontribuer à l'état de bord ! Ce alul sera validé par diverses pro-
priétés de la densité des ordes ouvertes sur la D2-brane qu'il permet de déterminer,
notamment sa limite semi-lassique et son omportement quand le paramètre r de la
D-brane s'approhe de sa valeur maximale.
La forme de la fontion à un point de la D2-brane que nous onjeturons est :
〈Φjnw(z, z¯)〉D2(r) = 2πδn,0
[
Cj(kw)e
−ir(2j+1) + Cj(−kw)eir(2j+1)
] νj+ 12b Γ(1 + b2(2j + 1))
(z − z¯)2hjnw ,(4.41)
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où nous utilisons la fontion
Cj(p) =
Γ(2j + 1)Γ(−j + p/2)
2 Γ(j + 1 + p/2)
. (4.42)
La fontion à un point (4.41) s'obtient à partir de elle de la D-brane H2 dans H3
, elle-même déduite de la D-brane AdS2 dans H3 par simple rotation, en érivant
p = ikw et en eetuant la rotation de Wik r → ir. Elle ne vaut en prinipe que pour
les états Φjnw ontinus.
On pourrait ependant l'utiliser pour onjeturer la fontion à un point des états
disrets, par prolongement analytique de j. En fait, si l'on onsidère plutt l'état de
bord d'une D-brane, H2 dans SL(2,R) , e prolongement analytique est parfaitement
en aord ave la limite semi-lassique (limite où le ouplage d'un état à une D-brane
devient l'intégrale d'une fontion sur une sous-variété). Une analyse préise des ples
des expressions mises en jeu montre qu'il faut attribuer haun des deux termes de
l'équation (4.41) à l'une des séries disrète D+j ou D
−
j . Ainsi, la fontion à un point
d'un opérateur dans la série disrète D+j est :
〈Φj,+0p (z, z¯)〉D2(r) =
Γ(2j + 1)Γ(−j + p/2)
Γ(j + 1 + p/2)
πeir(2j+1)
ν
j+ 1
2
b Γ(1 + b
2(2j + 1))
(z − z¯)2hj0p
. (4.43)
Nous pouvons avoir onane en ette formule dans le as de la D-brane H2 dans
SL(2,R) . Mais la géométrie de la D-brane est très liée à la périodiité 2π de la
diretion t (par exemple, quand r → π
2
, la D-brane H2 tend vers le ne de lumière).
Ainsi, la fontion à un point d'un état disret est le résidu d'un ple de la fontion
à un point d'un état ontinu. Mais, dans le igare, la quantiation n'est plus p ∈ Z
mais p = kw, w ∈ Z, où k n'a pas à être entier. Les ples de l'état de bord (4.41)
ne orrespondent alors à rien de physique, et il est plus naturel de supposer que la
D2-brane ne se ouple pas aux états disrets. Cependant, le alul qui suit ne permet
pas de mettre ette onjeture à l'épreuve.
Dans le alul du diagramme du ylindre à partir de es états de bord, la régu-
larisation onsistant à travailler modulo des termes indépendants de r joue un rle
ruial. En eet, elle va nous permettre d'ignorer la quantiation p = kw, ainsi que la
ontribution éventuelle des représentations disrètes. Cette dernière ne dépend en eet
pas de r, puisque |eir(2j+1)|2 = 1. Quant à la dépendane en p, elle ne joue auun rle
omme le montre l'identité
|〈Φj0p(z =
i
2
)〉D2(r)|2 ≃ 1
sinh π2P
sinh2 r 2P
sinh πb2 2P
+ r − indep. (4.44)
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Le alul du diagramme du ylindre est don identique au alul équivalent dans le
as de la D-brane AdS2 dans H3 , modulo le prolongement analytique r → ir, et son
résultat est
ZcylD2(r)(q˜) = Z
ouv
D2(r)(q) ∝
∑
n∈Z
q
n2
4k
∫
dP ′
qb
2P ′2
η(τ)2
N(P ′|ir, ir). (4.45)
La partie U(1) de SL(2,R)/U(1) se fatorise don. Elle nous apprend que sur la
D2-brane vivent des états d'impulsion quantiée, similaires aux états de ordes fermées
orrespondants. En revanhe, les états asymptotiques de ordes fermées d'enroulement
non nul n'ont pas d'équivalent dans le spetre de la D2-brane. Ce résultat était prévis-
ible : une orde ouverte enroulée autour de la D2-brane peut se ontrater sous l'eet
de sa propre tension.
Il reste à évaluer les termes dépendant de r de la densité spetrale N(P |ir, ir),
donnés par la dérivée par rapport à P de
logSk(
ir
πb2
+ P )− logSk( ir
πb2
− P ) = i
∫ ∞
0
dt
t
(
sin 2tb2P cosh 2tr
π
sinh b2t sinh t
− 2P
t
)
. (4.46)
On onstate que ette intégrale onverge pour r < π
2
(1 + b2). Or, dans notre dénition
semi-lassique de la D-brane, le paramètre r était restreint à l'intervalle [0, π
2
], dont la
borne supérieure était la limite de laquage, orrespondant à une valeur ritique du
hamp F . Ce omportement est don onrmé par notre alul exat du spetre des
ordes ouvertes, à une orretion
π
2
b2 = π
2
1
k−2 près.
La limite semi-lassique deN(P |ir, ir) oïnide en fait ave la prédition de l'analyse
harmonique, log cos r. Nous onsidérons et aord omme un argument en faveur de
notre expression pour l'état de bord (4.41).
Nous ahevons ette disussion de la D2-brane dans le igare par une remarque. Si
la diérene des paramètre de deux D2-branes obéit à une ondition de quantiation,
r − r′ = πb2ND0, (4.47)
analogue à la ondition déjà onsidérée (4.29), alors la diéreneN(P |ir, ir)−N(P |ir′, ir′)
se simplie,
N(P |ir, ir)−N(P |ir′, ir′) = 2πib2
ND0−1∑
l=0
sin 2πb2(1
2
+ l + r
′
πb2
)
cosh 2πb2P + cos 2πb2(1
2
+ l + r
′
πb2
)
. (4.48)
Cette expression possède ND0 ples pour des valeurs imaginaires de P , qui orrespon-
dent à des représentations unitaires. Cette remarque joue en faveur de l'existene du
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proessus de formation d'états liés entre une D2-brane et des D0-branes, mais sa sig-
niation exate reste à préiser.
Chapitre 5
Variations sur le thème D3/NS5
Dans e hapitre, nous utiliserons les modèles jouets des hapitres préédents,
'est-à-dire des modèles de théorie des ordes relativement simples à basse dimension,
pour onstruire des modèles plus réalistes, solutions de la théorie des ordes super-
symétrique à dix dimensions.
Ainsi, nous allons étudier les D-branes, et plus partiulièrement les D3-branes, dans
des espaes de NS5-branes. Ces D-branes permettent de réaliser géométriquement
divers phénomènes intéressants des théories de jauge supersymétriques et de la Petite
Théorie des Cordes. Certains espaes de NS5-branes pourront être reliés (par T-dualité)
au igare, et ette orrespondane sera aussi valable pour les D-branes. Nous allons don
montrer omment les D-branes du hapitre préédent apparaissent dans e nouveau
ontexte.
5.1 D-branes et jeux de onstrution
Nous avons introduit les Dp-branes omme les soures des p-branes noires. Ces
dernières sont des ongurations non triviales de l'espae-temps, qui ont un grand in-
térêt tant oneptuel que phénoménologique, de par leurs propriétés thermodynamiques,
holographiques, et leur analogie ave les trous noirs ordinaires. L'étude de la dynamique
des Dp-branes est essentielle pour la ompréhension de es objets ; en outre, les on-
gurations de Dp-branes pemettent de onstruire des modèles pour la osmologie et la
physique des hautes énergies.
Cette setion sera don onsarée à l'exposition de ertains résultats importants de
la dynamique des Dp-branes, que nous utiliserons par la suite.
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NS5      D3
D1
Fig. 5.1  Un exemple de l'eet Hanany-Witten
5.1.1 Branologie
Nous allons d'abord tirer quelques onséquenes de la dénition des D-branes et de
leurs propriétés de transformation par les dualités de la théorie des ordes.
Une orde fondamentale peut par dénition aboutir sur une Dp-brane quelonque,
e que nous noterons F1→ Dp. Dans le as de la théorie de type IIB, on peut obtenir
par S-dualité des onséquenes de e fait, par exemple D1 → NS5 ou D1 → D3. En
appliquant deux T-dualités, puis une S-dualité, on obtient D3→ NS5, où la D3-brane
a 2+1 diretions le long de la NS5-brane et une diretion transverse. Par T-dualité on
obtient, en théorie de type IIA, D4→ NS5.
Une D1-brane peut don aboutir d'un té sur une D3-brane, de l'autre sur une NS5-
brane. Hanany et Witten [HW97℄ ont montré que ette onguration pouvait résulter
du passage de la D3-brane à travers la NS5-brane (en supposant que la D3-brane ait 2+1
diretion parallèle à la NS5-brane et 1 diretion orthogonale). La réation d'une D1-
brane lors du roisement de la D3-brane et de la NS5-brane déoule de la onservation
de la harge. Ainsi, si une D3-brane roise plusieurs NS5-branes superposées, il se réera
autant de D1-branes (voir la gure 5.1.1).
Nous venons d'utiliser la possibilité de superposer des NS5-branes, de même que
nous avons déjà onsidéré des superpositions de D-branes. D'ailleurs, les solutions de
supergravité de p-branes noires ne sont valables que dans la limite d'un grand nombre
de Dp-branes superposées. Plus généralement, il est possible de former des états liés
en superposant des objets de nature diérente. Par exemple, on peut montrer qu'un
système de ordes F1 et de D1-branes parallèles brise la supersymétrie, mais qu'il existe
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un état lié supersymétrique d'énergie inférieure portant les mêmes harges. Ces mêmes
ritères d'énergie et de harge nous ont servi au préédent hapitre à argumenter en
faveur de la formation d'un état lié entre une D2-brane et des D0-branes dans le igare,
état lié que nous avons identié omme une autre D2-brane.
Dans ertaines limites, il est possible d'étudier es phénomènes au moyen d'ations
eetives des D-branes. Par exemple, la formation des D2-branes symétriques de SU(2)
omme états liés de D0-branes a été dérite dans [ARS00℄. Myers a donné une expli-
ation de la formation d'états liés dans un ontexte assez général en termes d'eet
diéletrique [Mye99℄. Plus préisément, un ensemble de Dp-branes peut former un état
lié en présene d'un hamp C(p+3), à ause d'un ouplage qui apparaît dans le terme de
Wess-Zumino de l'ation eetive non-abélienne des Dp-branes (alors que nous avons
vu que, dans l'ation eetive abélienne, une Dp-brane ne se ouplait qu'aux formes
de Ramond-Ramond de degré au plus p+ 1). Ce phénomène peut aussi se produire en
présene d'un hamp H = dB. Nous verrons plus loin un exemple de formation d'état
lié de D1-branes ave une D3-brane en présene d'un hamp H , que nous attribuerons
à l'eet Myers.
5.1.2 Construtions à base de NS5-branes
La réalisation de théories de jauge non-abéliennes au moyen de ordes ouvertes
s'étirant entre diérentes D-branes est un intérêt primordial des ongurations de D-
branes superposées, juxtaposées ou aboutissant les unes sur les autres. Nous avons déjà
mentionné la possibilité d'obtenir des théories de jauge U(N) au moyen de N D-branes
superposées. Mais, dans des onstrutions plus ompliquées, le nombre de D-branes
peut aussi s'interpréter omme le nombre de saveurs et non plus le rang du groupe
de jauge (aussi appelé nombre de ouleurs). C'est le as dans une onguration de la
théorie de type IIA proposée dans [EGK
+
00℄, onstruite à partir de NS5-branes.
Cette onguration met en jeu, entre autres, des D4-branes aboutissant sur des NS5-
branes. On peut onsidérer les D4-branes omme des branes-tests de masse faible, tout
en prenant en ompte la déformation de l'espae-temps réée par les NS5-branes (si elles
sont assez nombreuses). Alors les D4-branes s'étendent le long de la diretion radiale
de la 5-brane noire ainsi réée. Don, elles ne disparaissent pas lorsqu'on applique la
limite d'horizon prohe. Rappelons que la limite d'horizon prohe de la 5-brane noire
réée par les NS5-branes est l'espae R1,5×SU(2) ×RΦ. Les D4-branes s'étendent dans
ette limite sur trois des quatre diretions transverses SU(2) × RΦ, et leur géométrie
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est S2×RΦ où S2 est une lasse de onjugaison de SU(2) dont le paramètre, quantié,
orrespond au nombre de D4-branes.
Un inonvénient majeur de ette onguration de NS5-branes superposées est la
divergene du dilaton dans la région prohe des soures. Comme eΦ est le ouplage des
ordes, on ne peut se er à la théorie des ordes perturbatives pour étudier ette région.
Il est possible de régulariser ette divergene en séparant les NS5-branes. Plutt que
de les plaer sur une sphère [KKPR03℄, nous allons les disposer sur un erle [Sfe99℄.
La limite d'horizon prohe de l'espae-temps ainsi réé est reliée au igare, et nous
pourrons obtenir ertaines D-branes dans le igare de même que nous avons obtenu
les D-branes de SU(2) quand les NS5-branes étaient superposées. Le rapport ave le
igare est onnu depuis longtemps [OV96℄, mais nous lui donnerons une interprétation
géométrique en termes de T-dualité, qui permettra d'étudier plus aisément les D-branes.
Cependant, avant de traiter expliitement le as des NS5-branes sur un erle et
d'étudier les D-branes dans la solution de supergravité orrespondante dans la setion
5.4, nous allons faire une digression sur la dynamique des D-branes, notamment dans le
as des espaes réés par des NS5-branes, qui seront systématiquement présentés dans
le paragraphe 5.3.1.
5.2 Ations eetives et géométrie
Dans ette setion, nous allons introduire une formulation de la dynamique de
Born-Infeld proposée dans [Rib03a℄. La motivation originale de ette formulation était
la détermination de orretions dérivatives à l'ation eetive des D-branes dans les
théories des ordes supersymétriques, en présene de torsionH = dB. Ce problème peut
être abordé du point de vue de la géométrie non-ommutative et même non-assoiative
[CS02℄. L'approhe que j'ai essayé de mettre en ÷uvre ave A. Fotopoulos onsistait
à généraliser diretement les tenseurs de la géométrie des surfaes plongées, qui appa-
raissent dans les orretions gravitationnelles déjà onnues. Mais il s'est révélé que les
tenseurs ainsi onstruits permettaient de former trop de ombinaisons diérentes, pour
que l'on puisse déterminer les orretions dominantes à l'aide des quelques diagrammes
de ordes que l'on sahe évaluer expliitement.
Il n'en reste pas moins quelques résultats suggestifs, dont la formulation de la dy-
namique de Born-Infeld au moyen d'une généralisation de la seonde forme fondamen-
tale. Cette formulation a l'avantage d'être invariante de jauge, e qui la rend pratique
pour eetuer des aluls dans des as partiuliers omme nous le verrons par la suite.
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5.2.1 Géométrie riemannienne des surfaes plongées
Nous allons dérire quelques objets aratérisant la géométrie d'une surfae Br
plongée dans une variété de dimension supérieure. Naturellement, nous appliquerons
es onepts aux D-branes plongées dans l'espae-temps.
Choisissons des oordonnées xi sur Br, et notons Xµ(xi) son plongement dans une
variété munie d'une métrique gµν , et de la onnexion riemannienne orrespondante
Γ(g). Le premier objet que l'on puisse dénir est la métrique induite, que nous avons
utilisée fréquemment,
gˆij = gµν∂iX
µ∂jX
ν . (5.1)
Cette métrique munitBr d'une struture de variété riemannienne, dont on peut aluler
le tenseur de ourbure intrinsèque,
(RT )ijkl = R(Γ(gˆ))ijkl. (5.2)
Nous allons maintenant dénir les quantités qui aratérisent le plongement propre-
ment dit. Soit ξµa une base du bré normal à Br (une olletion de veteurs ξa de
omposantes ξµa), on a pour tout a la relation d'orthogonalité ξµagµν∂iX
ν = 0. On
dénit la onnexion de spin
ωabi =
1
2
ξ[aµ (∂i + Γ(g)
µ
ρν∂iX
ρ)ξνb], (5.3)
dont la ourbure est la ourbure extrinsèque de Br,
(RN)ij
µν =
(
∂[iω
ab
j] − ωac[i ωbcj]
)
ξµa ξ
ν
b . (5.4)
Les ourbures intrinsèque et extrinsèque RT et RN , dont les indies sont mis pour
Tangent et Normal, sont reliées au tenseur de ourbure de l'espae R(Γ(g))µνρσ
par les équations de Gauss et Codazzi. Pour les érire, nous aurons besoin de la seonde
forme fondamentale de Br,
Ω(X, g)µij = ∂i∂jX
µ + Γµνρ(g)∂iX
ν∂jX
ρ − Γ(gˆ)kij∂kXµ. (5.5)
Cet objet permet essentiellement d'évaluer la diérene entre le transport parallèle le
long de Br selon la onnetion Γ(gˆ), et le transport parallèle dans l'espae tout entier.
Il est automatiquement transverse, soit Ω(X, g)µijgµν∂kX
ν = 0 pour tout k. La seonde
forme fondamentale est nulle dans le as des sous-variétés totalement géodésiques, telles
que toute géodésique pour Γ(gˆ) sur Br soit également une géodésique de l'espae-temps.
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Don, à l'aide de ette seonde forme fondamentale, nous érivons les équations de
Gauss et Codazzi,
(RT )ijkl = R(Γ(g))µνρσ∂iX
µ∂jX
ν∂kX
ρ∂lX
σ + gµνΩ(X, g)
µ
[ljΩ(X, g)
ν
k]i, (5.6)
(RN)ij
µν = R(Γ(g))µνρσ∂iX
ρ∂jX
σ − gˆklΩ(X, g)[µjkΩ(X, g)ν]il . (5.7)
En s'inspirant de es équations, on peut introduire [BBG99℄ un tenseur de ourbure à
deux indies R¯,
R¯µν = gˆijR(Γ(g))µνρσ∂iX
ρ∂jX
σ + gˆijgˆklΩ(X, g)µikΩ(X, g)
ν
jl. (5.8)
Ce tenseur n'a pas d'interprétation géométrique partiulière, mais son introdution
simpliera l'ériture des orretions à l'ation de Born-Infeld.
Nous allons maintenant voir omment es objets apparaissent dans la dynamique
des D-branes et dans les orretions à leur ation eetive, dans le as où es D-branes
sont de simples sous-variétés (F=0) d'un espae-temps sans hamp B.
5.2.2 Corretions gravitationnelles et ourbure extrinsèque
L'ation de Born-Infeld, dans le as où B = Φ = 0 et F = 0, est simplement le
volume de la D-brane,
SBI ∝
∫
dxi
√
det gˆ. (5.9)
Les équations du mouvement de ette ation équivalent à l'annulation de la trae de
la seonde forme fondamentale,
gˆijΩ(X, g)µij = 0. (5.10)
Cette ondition est beauoup plus faible que la ondition d'être totalement géodésique,
Ω(X, g) = 0.
Les orretions dominantes à l'ation de Born-Infeld ont été déterminées dans
[BBG99, Fot01℄ dans le as où B = 0 (on suppose aussi l'annulation du dilaton et
des hamps de Ramond-Ramond), et F = 0 sur la D-brane. Ces hypothèses ramènent
la dynamique des D-branes à un problème purement géométrique, où la métrique est
le seul hamp physique à intervenir. Nous appellerons don les orretions à l'ation
eetive dans e as des orretions gravitationnelles.
Nous avons déjà mentionné que les orretions à l'ation de Born-Infeld formaient
un développement en puissanes de α′, haque puissane de α′ orrespondant à deux
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dérivées appliquées aux hamps physiques (les dérivées viennent deux par deux, ar
il faut pouvoir ontrater les indies). On s'attendrait don à e que les orretions
dominantes aient deux dérivées, et un fateur α′, de plus que l'ation de Born-Infeld
elle-même. C'est eetivement le as dans la théorie des ordes bosoniques ; mais, dans
le as supersymétrique qui nous intéresse, es orretions à deux dérivées sont nulles.
Cei est lié à l'invariane par T-dualité des ations eetives. En eet, les orretions en
O(α′) aux transformations de T-dualité sont nulles dans les théories des ordes super-
symétriques, mais pas dans le as bosonique. Ainsi, dans e dernier as, des orretions
en O(α′) à l'ation de Born-Infeld sont engendrées par la transformation de T-dualité
de ette ation.
Nous donnons l'expression de es orretions gravitationnelles sous la forme des
deux termes dominants de l'ation eetive d'une D-brane,
S = SBI + Scor = Tp
∫
dxi
√
det gˆ − Tpπ
2α′2
48
∫
dxi
√
det gˆ ×
× [(RT )ijkl(RT )ijkl − 2(RT )ij(RT )ij − (RN)ijµν(RN)ijµν + 2R¯µνR¯µν] .(5.11)
On retrouve dans ette expression les objets géométriques que nous avons dénis
au paragraphe 5.2.1. Nous allons maintenant voir une généralisation de es objets
géométriques (mais, hélas, pas de l'ation eetive des D-branes) dans le as H =
dB 6= 0.
5.2.3 Une généralisation non ommutative de la seonde forme
fondamentale
On onsidère maintenant un espae-temps muni de hamps de fond non triviaux
g, B,Φ. En partiulier, H = dB est non nul. Nous avons déjà déni la onnexion
Γ = Γ(g)− 1
2
H, (5.12)
qui permet d'érire ertaines orretions à l'ation de la supergravité. Nous allons main-
tenant introduire d'autres objets géométriques qui généralisent eux du paragraphe
5.2.1. L'objet essentiel sera une généralisation Ω de la seonde forme fondamentale
Ω(X, g), qui sera transverse omme Ω(X, g), orrespondra naturellement à Γ omme
Ω(X, g) orrespondait à Γ(g), et surtout nous permettra d'érire les équations du mou-
vement de l'ation de Born-Infeld sous la forme d'une trae mettant en jeu la métrique
non symétrique gˆ + Bˆ + F .
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La seonde forme fondamentale mesure la diérene entre le transport parallèle sur
Br pour la métrique induite, et le transport parallèle dans l'espae-temps. Si nous
dénissons maintenant e dernier au moyen de la onnexion Γ, il faut aussi généraliser
la notion de transport parallèle sur la D-brane Br. Nous dénissons don la onnexion
induite,
Γˆ = Γ(gˆ)− 1
2
Hˆ, (5.13)
où les indies sont levés par la métrique induite. Il est alors naturel d'érire la général-
isation de la seonde forme fondamentale,
Ωµij = ∂i∂jX
µ + Γµνρ∂iX
ν∂jX
ρ − Γˆkij∂kXµ, (5.14)
dont la transversalité, Ωµijgµν∂kX
ν = 0, déoule trivialement de elle de Ω(X, g).
Nous pouvons aussi généraliser les tenseurs RT et RN . L'analogue de RT , enore
appelé RT , est simplement le tenseur de ourbure de Γˆ au lieu de Γ(gˆ), et l'analogue
de RN est la ourbure de la onnexion de spin dénie (via l'équation (5.3)) à partir de
Γ = Γ(g) − 1
2
H au lieu de Γ(g). Alors, les équations de Gauss (5.6) et Codazzi (5.7)
restent vraies, pourvu que l'on utilise Γ au lieu de Γ(g) et la forme Ω (5.14) au lieu de
Ω(X, g).
Il nous reste à interpréter physiquement es onstrutions. Nous savons déjà que
dans le as B = 0, la dynamique de Born-Infeld se réduit à l'annulation de la trae
de la seonde forme fondamentale. Essayons de généraliser e résultat. Érivons les
équations du mouvement du plongement Xµ déduites du lagrangien de Born-Infeld
LBI = e−Φ
√
det(gˆ + ω). D'abord,
Eµ =
δLBI
δXµ
− ∂i δLBI
δ∂iXµ
(5.15)
est l'équation du mouvement du plongement Xµ(xi), qui généralise diretement la
minimisation du volume de Br. Cette équation a une propriété fort déplaisante : bien
que l'ation SBI soit invariante par les transformations de jauge B → B+Λ, F → F−Λˆ
ave Λ une deux-forme fermée, e n'est pas le as de Eµ, qui ne peut se réduire à
une expression en termes des quantités invariantes H = dB et ω = Bˆ + F . Or, la
généralisation naturelle de l'équation (5.10) que nous serions tentés d'érire est, si
Φ = 0, [
(gˆ + ω)−1
]ji
Ωµij = 0, (5.16)
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qui est invariante de jauge, e qui la distingue de l'équation du mouvement (5.15) du
plongement Xµ.
Cependant, la dynamique de Born-Infeld présente une autre diérene fondamentale
ave le prinipe géométrique de minimisation du volume : l'existene de degrés de
liberté supplémentaires, sous la forme d'un hamp F = dA sur Br. Les équations du
mouvement de Ai sont
Ek = −∂i δLBI
δFik
. (5.17)
Ces équations sont elles-mêmes invariantes de jauge, et il est possible de les ombiner
ave les équation du mouvement deXµ pour obtenir notre équation géométrique (5.16).
Plus préisément, nous allons érire une identité, valable pour toutes valeurs des hamps
de fond g, B,Φ et du hamp sur la D-brane F ,
Eµ + Ej(ωj
k∂kX
µ − Bνµ∂jXν) (5.18)
= −
√
det (gˆ + ω)[(gˆ + ω)−1]ji
(
∂i∂jX
µ + Γµνρ∂iX
ν∂jX
ρ − Γˆkij∂kXµ
)
(5.19)
−
√
det (gˆ + ω)
(
∂µΦ− gˆij∂iΦ∂jXµ
)
. (5.20)
L'annulation de ette quantité dénit la dynamique de Born-Infeld de manière invari-
ante de jauge. On voit apparaître naturellement notre seonde forme fondamentale Ωµij
(équation (5.14)), sous la forme de sa trae dénie par la métrique non-symétrique
gˆ + ω. Il n'est ependant pas possible d'inlure les termes dus au dilaton (5.20) dans
une redénition de Ωµij (malgré l'existene d'une onnexion inluant le dilaton qui joue
un ertain rle dans les orretions à la supergravité [GS87℄).
Mentionnons enn une autre manière de formuler la dynamique de Born-Infeld
de façon invariante de jauge. Elle onsiste à éliminer le hamp A de la théorie, et à
la reformuler diretement en termes du hamp ω = Bˆ + F . Ainsi, les équations du
mouvement sont manifestement invariantes de jauge ; ependant, le fait de onsidérer
ω omme un hamp dynamique nous oblige à imposer la ontrainte dω = Hˆ au moyen
d'un multipliateur de Lagrange C ijk déni omme une trois-forme sur Br. L'ation
du système est don
S(Xµ, ω, C) =
∫
dxie−Φ
√
det (gˆ + ω) + λ
∫
dxiC ijk(dω − Hˆ)ijk. (5.21)
L'équation du mouvement du plongement Xµ, après élimination du hamp C à l'aide
de l'équation du mouvement de ω, est alors
Eµ − EjBνµ∂jXν = 0. (5.22)
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Cette équation du mouvement apparaît par ailleurs dans la reformulation invariante
de jauge de la dynamique des D-branes de Skenderis et Taylor [ST02℄.
5.3 L'origine des D3-branes
Nous allons utiliser l'équation de Born-Infeld ovariante (5.18) pour étudier la
dynamique des D3-branes dans ertains espaes réés par des NS5-branes, en suiv-
ant [Rib03a℄. Nous pourrons omparer ette dynamique ave une ondition de super-
symétrie en toute généralité, sans faire d'hypothèse sur la géométrie des D3-branes.
5.3.1 Les espaes de NS5-branes
Nous avons onsidéré dans le premier hapitre des solutions de la supergravité (1.23-
1.25) dénies par S-dualité à partir de ongurations de D1 et D5-branes superposées.
Nous savons maintenant que es solutions sont réées par des ordes F1 et des NS5-
branes. Dans le as où les ordes sont absentes, N1 = 0, es solutions sont dénies
par une fontion H5 = 1 +
N5gsα′
r2
. Nous renotons ette fontion V et réérivons les
hamps de fond dans les quatre diretions eulidiennes transverses aux NS5-branes
‡1
,
paramétrées par Xµ ave r2 = XµX
µ
,
gµν = g
−1
s V δµν , (5.23)
Hµνρ = g
−1
s ǫµνρσ∂σV, (5.24)
eΦ = g−1s V
1
2 . (5.25)
On remarque que la superposition de plusieurs NS5-branes revient à additionner les
termes en
1
r2
des fontions V qui les dénissent. Ce phénomène se produit aussi pour
la juxtaposition de NS5-branes parallèles, et on obtient toujours des solutions de la
supergravité si l'on abandonne la quantiation de N5. On peut même onsidérer des
NS5-branes étalées sur des sous-variétés. En fait, n'importe quelle fontion harmonique
V vériant ∂µ∂µV = 0 dénit une solution de la supergravité via les équations (5.23-
5.25).
Nous appellerons es solutions des espaes de NS5-branes. L'étude des D-branes
dans es espaes est faile dans le as des D0-branes, qui se réfugient aux maxima
de V et sont don attirées par les NS5-branes, et dans le as de D1-branes, qui sont
‡1
Les autres diretions sont plates et ont des hamps de fond triviaux.
5.3 L'origine des D3-branes 117
omplètement indiérentes à la présene des NS5-branes et sont des droites. En eet,
leur ation de Born-Infeld est
∫ √
dXµdXµ. Pour les D-branes de dimension supérieure,
l'analyse est ompliquée par la présene du hamp F , mais on peut s'attendre à e
qu'elles soient repoussées par les NS5-branes, entre autres eets.
5.3.2 Le as des D3-branes
La géométrie d'une D3-brane s'étendant le long de 3 des 4 dimensions transverses
peut se dénir par l'annulation d'une fontion,
K(Xµ) = 0. (5.26)
Ainsi, le projeteur sur la D-brane s'érit
Pµν = δµν − ∂µK∂νK
∂ρK∂ρK
. (5.27)
Préisons un peu nos onventions pour la ontration des indies. La métrique (5.23) a
un fateur V mais nous lèverons les indies ave δµν . De même, la métrique induite sur
la D3-brane est V ∂iX
µ∂jXµ, mais nous lèverons les indies ave gˆij = ∂iX
µ∂jXµ. Nous
dénissons de plus le tenseur unité omplètement antisymétrique ǫijk sur la D-brane
tel que ǫ123 =
√
det gˆ.
Nous allons maintenant résoudre l'équation du mouvement (5.17) du hamp Ai.
Cette équation s'érit expliitement omme suit :
∂i
√
det (gˆ + ω)[(gˆ + ω)−1][j,i] = 0. (5.28)
À trois dimensions, les formes de degré deux sont duales de Hodge aux formes de degré
un. Ainsi l'équation préédente équivaut-elle à la fermeture de la forme de degré un
κidx
i
telle que
√
det (gˆ + ω)[(gˆ + ω)−1][j,i] = ǫijkκk. Loalement, nous pouvons don
érire κk = ∂kϕ, et la solution générale de l'équation du mouvement du hamp Ai est
ωij = V ǫijk
∂kϕ√
1− gˆmn∂mϕ∂nϕ
, (5.29)
où ϕ est une fontion quelonque sur la D-brane.
Cette solution ne satisfait ependant pas dω = Hˆ , que nous devons imposer omme
une ontrainte,(
P µν +
P µµ
′
∂µ′ϕP
νν′∂ν′ϕ
1− P αβ∂αϕ∂βϕ
)
∂µ∂νK − ∂αK∂
αK
∂αK∂αϕ
(
P µν +
P µµ
′
∂µ′ϕP
νν′∂ν′ϕ
1− P αβ∂αϕ∂βϕ
)
∂µ∂νϕ
+
√
∂αK∂αK
√
1− P αβ∂αϕ∂βϕ
∂αK∂αϕ
V −1∂µV ∂µK − ∂αK∂
αK
∂αK∂αϕ
P µνV −1∂µV ∂νϕ = 0. (5.30)
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Cette ontrainte porte sur la géométrie de la D3-brane, dérite par la fontion K (et
le projeteur Pµν qui en déoule), sur la fontion ϕ qui paramétrise le hamp ω sur la
D3-brane, et dépend naturellement de l'espae-temps dérit par la fontion V .
Il reste à érire l'équation du mouvement de Xµ. Ave une équation de Born-Infeld
ordinaire, il faudrait ommener par trouver une expression du hamp B, e qui serait
très diile en toute généralité. En revanhe, il est possible, au prix de aluls fastidieux
mais direts, d'expliiter l'équation de Born-Infeld ovariante (5.16),(
P µν +
P µµ
′
∂µ′ϕP
νν′∂ν′ϕ
1− P αβ∂αϕ∂βϕ
)
∂µ∂νK + V
−1∂µV ∂µK
−
√
∂αK∂αK√
1− P αβ∂αϕ∂βϕ
P µνV −1∂µV ∂νϕ = 0. (5.31)
Nous avons don deux équations aux dérivées partielles du seond ordre portant sur les
fontions K et ϕ. Ces équations ne dépendent que de l'information physique ontenue
dans es fontions : pour la fontion K, la sous-variété K(Xµ) = 0, et pour la fontion
ϕ, sa valeur sur ette sous-variété à une onstante près (ainsi, seule la quantité P µν∂µϕ
intervient, bien que ela ne soit pas très expliite dans l'équation (5.30)).
Étudions maintenant les supersymétries préservées par notre D3-brane. Nous revenons
don au adre de la théorie des ordes supersymétrique de type II à 10 = 1+ 9 dimen-
sions. Nous utiliserons ainsi les notations suivantes : soient ξ un spineur de SO(1, 9), ξc
son spineur onjugué et {Γ0, · · · ,Γ9} une famille de matries vériant l'algèbre de Clif-
ford. Nous avons surtout besoin de onnaître les supersymétries préservées par notre
espae de NS5-branes,
ξ = V
1
16 ξ0 , ξ0 = cst , Γ6789ξ = −ξc. (5.32)
Les spineurs préservés par une D3-brane, eux, vérient l'équation
−i
√
det (1 + gˆ−1ω)ξ = Γ0µνρǫ
ijk∂iX
µ∂jX
ν∂kX
ρξ + Γ0µǫ
ijk∂iX
µωjkξc, (5.33)
où l'on identie dans le seond membre un premier terme géométrique, et un se-
ond terme qui prend en ompte la deux-forme invariante de jauge. Cette ondition de
supersymétrie ne dépend pas de la fontion V , qui dérit l'espae-temps, mais seule-
ment des fontions K et ϕ aratéristiques de la D3-brane, et nous allons la résoudre
expliitement à l'aide d'un veteur vµ déni par
vµ =
√
1− P αβ∂αϕ∂βϕ√
∂αK∂αK
∂µK + P µν∂νϕ. (5.34)
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En eet, l'équation (5.33) se réérit
−iξ = vµΓ0µΓ6789ξ, (5.35)
Il s'agit don de trouver un veteur propre ξ de la matrie vµΓ0µΓ6789 dans la représen-
tation spinorielle, e qui par invariane de Lorentz ne peut dépendre que de vµvµ. Or
la norme de vµ vaut 1 pour toutes valeurs de K,ϕ. Ce veteur propre existe en fait
en haque point, mais sa diretion doit rester onstante à ause de la ondition de
supersymétrie de l'espae-temps, ξ = V
1
16 ξ0. Don, la ondition de supersymétrie de la
D3-brane équivaut à
vµ = constante. (5.36)
Cette équation nous permet de déterminer P µν∂µϕ en termes de K, et don d'éliminer
ϕ de nos équations (rappelons que P µν∂µϕ ontient toute l'information physique de ϕ,
qui n'est a priori dénie que sur la D3-brane). Ainsi, nous trouvons une formule pour
le hamp ω sur la D-brane en fontion de K,
ω = V
√
∂αK∂αK
∂βKvβ
ǫijk∂
kXµv
µ, vµ constante, (5.37)
et nous pouvons réérire les équations (5.30,5.31) qui sont maintenant identiques,(
P µν +
∂αK∂
αK
(vβ∂βK)2
P µµ
′
vµ′P
νν′vν′
)
∂µ∂νK +
+
(
∂µK − ∂αK∂
αK
vβ∂βK
P µµ
′
vµ′
)
V −1∂µV = 0. (5.38)
Ces résultats peuvent se formuler de la façon suivante : modulo la ontrainte dω = Hˆ
et l'équation du mouvement du hamp Ai sur la D-brane, les équations de Born-Infeld
et la ondition de supersymétrie sont équivalentes. Autrement dit, la ondition de su-
persymétrie est une intégrale première du système d'équations diérentielles du seond
ordre (5.30,5.31), qui a la propriété d'être indépendante de la fontion V (onsidérée
omme un paramètre).
L'équation aux dérivées partielles (5.38) est en général ompliquée à résoudre. Elle
ne se réduit à une équation diérentielle que dans des as partiuliers, par exemple
dans le as de l'espae réé par des NS5-branes superposées, traité dans [Pel00℄. Alors
on peut en eet supposer que K ne dépend que de V et de vµX
µ
, et (5.38) se réduit à
une équation diérentielle sur la fontion F telle que K = 0⇔ V = F (vµXµ).
Nous allons don voir omment on peut se faire une idée qualitative des D3-branes
physiques, à partir de es résultats.
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Fig. 5.2  Une D3-brane se faule entre les NS5-branes
5.3.3 Le omportement qualitatif des D3-branes
Le résultat déterminant pour le omportement des D3-branes est l'existene du
veteur onstant vµ. Pour bien omprendre son rle, on peut onsidérer deux as pro-
totypiques d'espaes de NS5-branes.
Le premier as est elui des espaes asyptotiquement plats, limr→∞ V = 1. Alors
les D3-branes sont plates à l'inni et leur diretion est donnée préisément par vµ, soit
K = vµX
µ+O(1). Supposons que V = 1+O( 1
r2
), e qui se produit si l'espae est réé
par une onguration de NS5-branes toutes situées à distane nie. Dans e as, on
peut préiser le omportement de K,
K = vµX
µ
(
1 +
λ
r
+
N5gsα
′
r2
+O(
1
r3
)
)
, (5.39)
où la onstante λ est indépendante du nombre N5 de NS5-branes. Elle est epen-
dant quantiée, par l'argument que nous avons exposé dans le hapitre 2 pour les
D-branes ontenant des sphères S2. En eet, près de l'inni, les tranhes d'équations
r = constante sont justement de telles sphères. Si les NS5-branes sont toutes loalisées
(et non diluées), soit V = 1 +
∑N5
i=1
gsα′
|Xµ−aµi |2
, alors la D3-brane est entièrement déter-
minée par sa position à l'inni, plus des paramètres disrets qui mesurent la façon dont
elle se faule entre les NS5-branes. On onstate ainsi que la D3-brane est repoussée par
les NS5-branes, qu'elle doit ontourner (voir la gure 5.3.3).
Le deuxième as est SU(2)×RΦ, où le deuxième fateur est l'espae à une dimension
du dilaton linéaire. Il orrespond à V ∝ 1
r2
. Une D3-brane, pour être stable dans et
espae, doit reouvrir la diretion du dilaton linéaire, et don être du type Br×RΦ où
Br est une D2-brane dans SU(2) . Nous avons déjà étudié es D2-branes, qui sont des
lasses de onjugaison. Elles orrespondent à K = vµX
µ
r
.
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Fig. 5.3  D1-branes formant un état lié ave la D3-brane qui les a engendrées
Nous voyons don dans es deux exemples que vµ détermine la diretion de la D3-
brane, dont la géométrie est par ailleurs déterminée par d'autres paramètres, dont au
moins un est quantié. Ce paramètre quantié est la harge de la D3-brane pour le
hamp C(2) de Ramond-Ramond.
Les D1-branes sont naturellement aussi hargées pour e hamp C(2) elles aussi, et
e sont des droites dans les espaes de NS5-branes. À toute D3-brane, on peut don
assoier un ertain nombre de D1-branes, dont la diretion est donnée par vµ. Dans
notre deuxième as prototypique, es D1-branes sont du type D0×RΦ. Notre D3-brane
peut être onsidérée omme un état lié de es D1-branes, ar la D2-brane dans SU(2)
est un état lié de D0-branes et la diretion RΦ est spetatrie.
Dans le premier de nos as prototypique, un tel méanisme intervient don vraisem-
blablement
‡2
aussi. Il s'agit préisément de la formation d'un état lié entre une D3-brane
plate et plusieurs D1-branes qui aboutissent d'un té sur ette D3-brane, de l'autre
sur les NS5-branes. On peut réer de telles D1-branes par l'eet Hanany-Witten (voir
la gure 5.3.3). Cependant, la formation de l'état lié n'est possible que si la D3-brane
plate n'est pas trop éloignée des NS5-branes.
Nos aluls suggèrent que es phénomènes peuvent se produire ave toute D3-brane
dans tout espae de NS5-branes. En eet, à toute D3-brane nous pouvons assoier
un ensemble de D1-branes qui portent la même harge pour C(2) et préservent les
mêmes supersymétries
‡3
. Rappelons que le fondement de e résultat est le haut degré de
‡2
Les aluls utilisant l'ation de Born-Infeld non-abélienne, qui pourraient permettre de le démon-
trer, ne semblent pas failes à eetuer ar ils mettent en jeu des D-branes aboutissant sur d'autres
D-branes.
‡3
Mais, réiproquement, un ensemble de D1-branes parallèles ne forme pas néessairement un état
lié.
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supersymétrie des espaes-temps onsidérés, qui entraîne l'équivalene de la ondition
de supersymétrie ave les équations de Born-Infeld.
5.4 Des D-branes remarquables
Après avoir résolu es questions plutt tehniques, nous revenons à un problème
abordé au début de e hapitre : érire la solution de supergravité orrespondant à
des NS5-branes disposées en erle, et étudier les D-branes dans ette onguration.
Nous ferons le lien ave les D-branes dans le igare, et évoquerons des résultats non
publiés obtenus en ollaboration ave C. Bahas, A. Fotopoulos et M. Petropoulos.
Nous n'allons pas disuter en détail de es résultats, mais plutt essayer de montrer
quelques propriétés remarquables qui font l'intérêt de ette étude.
Rappelons d'abord la géométrie réée par N groupes de k NS5-branes plaées sur un
erle de rayon r0. Ce rayon sera mesuré en termes de la longueur de orde ℓs =
√
α′.
Nous notons x1, x2, x3, x4 les oordonnées de l'espae transverse, nous omettrons la
partie parallèle aux NS5-branes qui est un simple R1,5. Le erle en question a pour
équation x23 + x
2
4 = r
2
0, x1 = x2 = 0 et pour oordonnée angulaire ψ. La géométrie de
l'espae transverse dépend d'une fontion harmonique V omme dans le paragraphe
5.3.1, qui vaut en l'ourene [Sfe99℄
Vcercle = 1 +
kNℓ2s
2r0
√
x23 + x
2
4 sinh x
ΛN(x, ψ), (5.40)
ΛN(x, ψ) =
sinhNx
coshNx− cosNψ, (5.41)
cosh x =
x21 + x
2
2 + x
2
3 + x
2
4 + r
2
0
2r0
√
x23 + x
2
4
. (5.42)
La limite dans laquelle et espae est relié au igare est elle dans laquelle on obtient
la Petite Théorie des Cordes [GK99℄,
ℓs,
xi
gs
,
r0
gs
fixe´s, gs, xi, r0 → 0. (5.43)
Il est alors ommode d'introduire des oordonnées
u1 + iu2 = r0 sinh ρ cos θe
iτ ,
u3 + iu4 = r0 cosh ρ sin θe
iψ.
(5.44)
La fontion harmonique qui dénit l'espae de NS5-branes obtenu dans la limite (5.43)
est
Vlim =
kN
cosh2 ρ− sin2 θΛN(x, ψ). (5.45)
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Enn, si l'on étale les NS5-branes sur le erle ('est-à-dire si l'on prend la limite
N → ∞), on peut remplaer la fontion ΛN par 1 dans les expressions Vlim et Vcercle.
En supposant aussi k = 1, on obtient l'espae suivant :
ds2e´tale´ = Nℓ
2
s
[
dρ2 + dθ2 + tan
2 θdψ2+tanh2 ρdτ2
1+tanh2 ρ tan2 θ
]
,
Bτψ =
Nℓ2s
1+tanh2 ρ tan2 θ
,
e−2Φ = e
−2Φ0
cos2 θ cosh2 ρ+sin2 θ sinh2 ρ
.
(5.46)
Cet espae jouit d'une symétrie U(1)ψ × U(1)τ , et est relié au igare par la T-dualité
le long de es diretions omme nous le verrons. Cependant, ette appliation de la
T-dualité est naïve : le igare doit en eet être relié aux NS5-branes loalisées et non
étalées. En fait, on s'attend à e que l'appliation de la T-dualité au igare donne
l'espae déni par (5.45) à ause de orretions instantoniques, par un méanisme
similaire à elui de [Ton02℄. Mais nous négligerons es eets, ar notre objetif prinipal
est l'étude des D-branes.
Nous allons exprimer la T-dualité au moyen de paramètres T et U du tore (τ, ψ),
dénis omme suit :
Uℓ2s = Bτψ + i
√
gττgψψ , T =
gτψ + i
√
gττgψψ
gττ
. (5.47)
Les T-dualités T τ et T ψ seront suivies d'orbifolds dans es mêmes diretions. L'eet
des orbifolds est de garder un rayon proportionnel à N pour es diretions, au lieu
d'avoir un rayon en 1/N qui tende vers zéro quand N → ∞. Rappelons que la lohe
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est de même T-duale à son orbifold.
ds2e´tale´ = Nℓ
2
s
[
dρ2 + dθ2 +
tan2 θdψ2 + tanh2 ρdτ 2
1 + tanh2 ρ tan2 θ
]
, Bτψ =
Nℓ2s
1 + tanh2 ρ tan2 θ
Uℓ2s = N
1 + i tanh ρ tan θ
1 + tanh2 ρ tan2 θ
, T = i coth ρ tan θ
T τ ↓ ZτN
ds2 = Nℓ2s
[
dρ2 + dθ2 + tan2 θdτ 2 + coth2 ρ(dτ + dψ)2
]
, B = 0
Uℓ2s = iN coth ρ tan θ , T =
1 + i tanh ρ tan θ
1 + tanh2 ρ tan2 θ
T ψ ↓ ZψN
ds2 = Nℓ2s
[
dρ2 + dθ2 + tan2 θdτ 2 + tanh2 ρdψ2
]
, Bτψ = −Nℓ2s
Uℓ2s = N(i tanh ρ tan θ − 1) , T = i tanh ρ cot θ
Le résultat est le produit de la lohe et du igare, ave un hamp B onstant que l'on
peut supprimer par une transformation de jauge.
Nous pouvons suivre des D-branes au ours de es transformations de T-dualité.
En partant du produit de D2-branes dans la lohe et d'une D1-brane passant par
le entre du igare, on obtient ainsi des D3-branes dans la géométrie étalée (5.46).
Dans le formalisme de la setion préédente, ette famille est dénie par des équations
K = constante et par un veteur vµ, ave
K = cos θ cos(τ − τ0) , vµ = (cos τ0, sin τ0, 0, 0). (5.48)
Ces D-branes sont don des états liés de D1-branes orthogonales au plan du erle
des NS5-branes. Elles ont une propriété remarquable vis-à-vis de la tronation ρ =
constante. Une tranhe ρ = constante de notre espae est une déformation de SU(2) ;
notre espae rassemble une famille de telles déformations dans une version eulidienne
du hangement dynamique de topologie[KK94℄, et l'intersetion de nos D3-branes
ave es SU(2) déformés donne des D-branes qui sont elles-mêmes des lasses de
onjugaison S2 déformées (es D-branes ont été étudiées dans [For02℄).
Il existe d'autres D3-branes, orrespondant à des D1-branes vivant dans le plan
des NS5-branes et T-duales au produit d'une D2-brane reouvrant le igare ave une
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D1-brane formant un diamètre de la lohe. Les données orrespondantes sont
K = cosh ρ cos(ψ − ψ0) , vµ = (0, 0, cosψ0, sinψ0). (5.49)
Il est ette fois naturel de onsidérer des tranhes θ = constante de notre espae. Elles
forment une famille de déformations de H3 interpolant entre le igare et la trompette,
et nos D3-branes s'interprètent omme des D-branes dans haque tranhe. On peut
aussi les obtenir en prenant la limite (5.43) de D-branes aboutissant sur les NS5-branes
disposées en erle (5.40).
L'espae (5.46), réé par des NS5-branes étalées sur un erle dans la limite (5.43),
fait don le lien entre diérents espaes ourbes de la théorie des ordes. Cela permet
de onsidérer une même D3-brane omme une famille de déformations de D-branes
onnues, un état de la Petite Théorie des Cordes, une D-brane dans le igare, la limite
d'une D-brane aboutissant sur une NS5-brane, ou un état lié de D1-branes. Cette
multipliité des points de vue permettra, je l'espère, d'exploiter toute la puissane de
résultats, omme la onstrution d'états de bord dans le igare.
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Chapitre 6
Conlusion
À l'issue de ette thèse, je voudrais d'abord rappeler et mettre en perspetive les
prinipaux résultats obtenus.
D-branes dans les groupes. Les hapitres 2 et 3 ont vu l'utilisation parallèle de
méthodes exates et semi-lassiques. La ombinaison de es méthodes nous a permis, à
l'issue du hapitre 3, d'érire le spetre omplet des ordes ouvertes entre deux D-branes
AdS2 dans AdS3 , en partie sous forme de onjeture. Nous avons vu expliitement que
le seteur ontinu du spetre n'est orretement dérit par l'analyse semi-lassique que
dans la limite k → ∞, et nous avons argumenté qu'en revanhe la partie disrète ne
reevait pas de orretions, omme dans le as ompat. La densité d'états du seteur
ontinu de nombre d'enroulement demi-entier est donnée par la quantité R(j|r,−r)
que nous avons alulée (3.52).
L'étude des D-branes dans les groupes ompats nous a ainsi plus appris sur la
validité des méthodes semi-lassiques, que sur la struture de es D-branes, qui avaient
déjà été onstruites en théorie onforme. Cependant, nous avons déouvert au passage
une réalisation physique d'idées géométriques dues à Kirillov, sous la forme de l'expres-
sion du hamp F (2.36). Nous avons aussi trouvé une expression expliite du hamp B
dans les groupes ompats.
Enn, rappelons que la ohérene de la onstrution des D-branes AdS2 dans une
théorie onforme ave bord non rationnelle n'a pas été entièrement démontrée. Il reste
beauoup à faire dans e domaine, et j'espère que l'analyse préise de l'analytiité
des amplitudes de réexion que j'ai présentée ontribuera à la ompréhension générale
des hypothèses d'analytiité, qui jouent un rle essentiel en théorie onforme non ra-
tionnelle.
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D-branes dans SL(2,R)/U(1) et des D3-branes remarquables. Le hapitre
4 présente un panorama général des D-branes dans SL(2,R)/U(1) , leur relation ave
les D-branes dans SL(2,R) , et la onstrution de ertaines d'entre elles. Ces D-branes
sont reliées à des D3-branes dans des espaes de NS5-branes, omme on l'a montré au
hapitre 5. En quelque sorte, es D3-branes sont, à l'image des D-branes AdS2 dans
AdS3 pour les hapitres 2 et 3, les objets qui devraient nous permettre d'eetuer la
synthèse des résultats des hapitres 4 et 5.
Ces résultats omprennent une reformulation invariante de jauge de la dynamique
de Born-Infeld, basée sur un objet géométrique prenant en ompte le hamp H = dB,
la seonde forme fondamentale (5.14). L'invariane de jauge nous a évité d'avoir à
expliiter le hamp B omme au hapitre 2. Nous y avons gagné en faisabilité des
aluls dans le as général des D3-branes dans les espaes de NS5-branes (mais avons
peut-être ainsi manqué l'apparition d'objets remarquables omme la forme F mention-
née i-dessus), et avons pu montrer l'équivalene des équations de Born-Infeld ave
une ondition de supersymétrie (5.33). Il serait intéressant de relier l'interprétation en
termes d'eet Myers qui en résulte ave la formation d'états liés de D2-branes et de
D0-branes dans SL(2,R)/U(1) . Cependant, nous n'avons pas enore pu onstruire
es D0-branes dans SL(2,R)/U(1) , ar les mirales qui simpliaient le as de la
D2-brane ne se produisent plus dans leur as. Ces diultés tehniques pourraient être
résolues prohainement.
Nous laissons don es reherhes dans un état ertes moins ahevé que nos travaux
sur les D-branes dans les groupes, mais aussi plus rihe de promesses d'appliations,
par exemple à la Petite Théorie des Cordes, ou à la théorie onforme ave bord non
rationnelle orrespondant aux déformations de SU(2) .
Quelques diretions de reherhe. L'interprétation des D-branes dans SL(2,R)/U(1)
en termes de Petite Théorie des Cordes pourrait trouver un parallèle dans l'interpré-
tation holographique des D-branes dans SL(2,R) en termes de théorie onforme. On
sait déjà que les objets orrespondants sont les murs onformes perméables onstru-
its par Bahas, de Boer, Dijkgraaf et Ooguri ; il reste à utiliser toute la puissane des
onstrutions exates que nous avons présentées.
Si l'on arrivait à onstruire la D0-brane dans SL(2,R)/U(1) , on disposerait alors
d'une liste omplète d'états de bord préservant ertaines symétries dans une théorie
onforme non rationnelle. On pourrait alors herher à généraliser la onstrution de
Cardy, qui lassie les états de bord symétriques dans les théories onformes rationnelles
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en termes de données algébriques omme la matrie S, qui dérit la transformation
modulaire des aratères. Il semble qu'on ne puisse pas dénir une telle matrie dans
le as non rationnel, et que la transformation modulaire de aratères individuels n'ait
pas néessairement un sens. Cependant, les frères Zamolodhikov ont montré, dans
le adre de la théorie de Liouville sur une pseudosphère, que la onstrution d'états
de bord intéressants déoulait des fontions à trois points et des matries de fusion
mettant en jeu un hamp dégénéré. La relation entre la struture de la théorie dans la
masse et les D-branes est don plus ompliquée que dans le as de Cardy. En outre,
la onstrution des frères Zamolodhikov repose sur une auto-dualité partiulière à la
théorie de Liouville. Dans le as du igare, il n'existe qu'une dualité onjeturale ave
la théorie de sin-Liouville, dont les onséquenes restent à explorer.
La D2-brane dans SL(2,R)/U(1) que nous avons onstruite desend d'une brane
H2 dans SL(2,R) , dont on pourrait ahever la onstrution en préisant le rle des
représentations disrètes. Cette brane H2 est plus préisément une S-brane, ou brane
de genre espae. La onstrution exate d'un tel objet dans un espae-temps ourbe
serait très intéressante, dans le but de omprendre le rle du temps en théorie des
ordes. Cette ompréhension, du point de vue de la théorie onforme, pourrait reposer
sur la onstrution de la théorie de Liouville dépendant du temps. Celle-i pourrait
servir de base à l'étude des espaes-temps ourbes minkowskiens, de même que la
théorie de de Liouville est la base de la ompréhension des espaes-temps ourbes
eulidiens, y ompris H3 . Un pas intéressant dans e sens a été fait dans un artile
tout réent de Shomerus. Cependant, il semble que la rotation de Wik n'ait pas
néessairement de sens dans des théories dépendant réellement du temps. Cela n'est
pas très surprenant si l'on onsidère ette rotation omme l'expression de la symétrie
de translation temporelle, qui est bien présente dans le as d'AdS3 , mais pas dans
elui de la théorie de Liouville.
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Résumé
Cette thèse est onsarée à l'étude et à la onstrution de D-branes dans ertains
espaes-temps ourbes de la théorie des ordes. D'une part, es objets sont dérits
de façon géométrique, omme des sous-variétés soumises à la dynamique eetive de
Born-Infeld. D'autre part, ils peuvent être onstruits de manière exate dans la théorie
onforme ave bord.
Nous utilisons et omparons es deux approhes, en y apportant des améliorations
tehniques omme l'ériture invariante de jauge de la dynamique de Born-Infeld, et
la formulation de ritères d'analytiité préis pour la densité de ordes ouvertes sur
ertaines D-branes.
Nos résultats omprennent la desription eetive des D-branes symétriques dans
les groupes ompats, la détermination du spetre omplet des ordes ouvertes des
D-branes AdS2 dans AdS3 , la onstrution exate de D-branes dans le igare
SL(2,R)/U(1) , et la desription géométrique de l'ensemble des D3-branes dans des
espaes-temps rées par des NS5-branes.
Abstrat
This thesis is devoted to the onstrution and study of D-branes in some urved
spae-times in string theory. On the one hand, those D-branes are desribed geomet-
rially as submanifolds subjet to Born-Infeld eetive dynamis. On the other hand,
they an be built mirosopially using boundary onformal eld theory.
We use and ompare those two approahes. We also improve them tehnially : we
rewrite Born-Infeld dynamis in a gauge-invariant way, and formulate preise analyt-
iity requirements for the density of open strings on ertain D-branes.
Our results inlude the eetive desription of symmetri D-branes in ompat
groups, the determination of the omplete spetrum of open strings on AdS2 D-branes
in AdS3 , the exat onstrution of some D-branes in the igar SL(2,R)/U(1) , and a
geometri desription of all D3-branes in NS5-brane bakgrounds.
